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PRÉFACE. 


Lorsque  je  fus  chargé ,  il  y  a  quel(|ue  temps ,  d*un  cours 
d^aiiâiyse  supérieure  à  Funiversité  de  Liège,  en  commençant  cet 
enseignement  par  une  suite  de  leçons  sur  les  intégrales  définies  , 
je  n'ai  pas  tardé  à  m'aperccvoir,  qu'en  Tabscnce  de  tout  Manuel, 
des  leçons  sur  ces  matières ,  données  de  vive  voix ,  ne  seraient 
guère  agréées  des  élèves,  à  cause  de  la  didiculté  qu'ils  éprouvent 
de  prendre  des  notes  suffisamment  exactes.  Ce  motif,  joint  à  lu 
haute  utilité  du  cours,  m'engagèrent  à  publier  le  texte  de  mes 
leçons  ;  et  ici  je  dois  remercier  la  Société  Royale  des  Sciences  de 
Liège,  qui  a  bien  voulu  m'aider,  dans  cette  entreprise,  de  son 
désintéressé  patronage. 

Si,  limité  par  les  ressources  pécuniaires,  je  n'ai  pu  faire  entrer, 
dans  le  cadre  de  mon  ouvrage,  le  développement  de  toutes  les  inté- 
grales définies,  du  moins,  en  exposant  les  Méthodes  essentielles 
pour  en  déterminer  les  valeurs,  j'ai  fait  choix  de  celles  de  ces 
quantités  qui  se  rencontrent  le  plus  fréquemment  dans  les  appli- 
cations. Empêché,  par  la  nature  de  mon  ouvrage,  d'exposer  les 
propriétés  des  fonctions  /  et  L  que  M.  Goudcrmain  a  introduites 
dans  l'analyse,  je  regrelle  d'avoir  été  forcé  d'omettre  une  ^Méthode 
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assez  étendue ,  reposant  sur  ie  passage  des  fondions  hyperboliques 
aux  fonctions  circulaires. 

Au  reste,  c'est  moins  le  développement  des  intégrales  elles-mêmes 
que  j'avais  en  vue ,  en  rédigeant  ce  précis ,  que  de  coordonner  les 
diverses  théories  qui  se  rapportent  à  ces  valeurs ,  et  d'en  donner 
un  exposé  élémentaire ,  suffisamment  étendu.  A  cet  effet,  j'ai  par- 
tagé mon  travail  en  six  livres  :  le  1"  contient  les  principes  géné- 
raux sur  la  formation  et  la  transformation  des  intégrales  déûnies  ; 
le  2"'  se  rapporte  aux  diverses  méthodes  d'en  déterminer  les  va- 
leurs ;  le  S"'  donne  la  théorie  des  fonctions  arbitraires  exprimées 
par  des  séries  périodiques,  et  des  intégrales  multiples;  le  4"'  est 
consacré  à  la  théorie  des  transcendantes  d'EuIer,  et  principalement 
aux  fonctions  gamma  ;  le  5*"**  fait  connaître  les  principes  pour  la 
réduction  des  intégrales  multiples  ;  et  enfin  le  6"'  s'occupe  de  l'in- 
tégration des  équations  différentielles  partielles  à  l'aide  des  inté- 
grales définies. 

Quant  à  la  Méthode  suivie  dans  ce  Traité,  je  me  bornerai  à  une 
seule  observation.  En  supposant  que  Ton  ait  : 

b  d 

A=  ff{x)dx,     B=  /i//(x)rfx,  etc., 

a  e 

A+BJ^^  =  A'.f-B'l/^  , 

il  sera  toujours  permis  de  conclure  de  cette  relation  les  suivantes  : 
A  =»  A'  ,  B  =  B' ,  pourvu  que  les  valeurs  des  intégrales  A ,  A', 
etc.,  soient  toutes  réelles  et  finies.  On  reconnaît,  entre  autre  cas  , 
par  la  formule  (8),  que  cette  conviction  subsistera  à  priori ^  chaque 
fois  que  les  fonctions  ?(x),  ^x),  etc.,  supposées  réelles  entre  les 

limites  des  intégrations,  ne  cessent  pas  en  même  temps,  dVtrc 
finies  et  continues  entre  ces   mêmes  limites. 

En  passant  sous  silence,  plusieurs  résultats  qui  me  sont  dûs  , 
et  que  le  lecteur  instruit  saura  bien  reconnaître,  je  dois  néanmoins 
faire  observer,  qu'en  fesant  dépendre  la  théorie  des  fonctions  arbi- 
traires, d'un  principe  fondamental  unique,  j expose,  dans  le  ô"'*" 
livre,  cette  doctrine  d'une  manière  plus  générale,  et  plus  complète, 
qu'on  ne  Ta  fait  jusqu'ici. 
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Ce  Traité  contenant ,  comme  tout  ouvrage ,  des  matières  plus 

ou  moins  essentielles,  il  me  reste  à  conseiller  au  Lecteur  qui 

entreprend  l'étude  des  intégrales  définies ,  en  prenant  pour  guide 
mon  précis,  de  passer,  à  une  1'*  lecture,  les  endroits  suivants  : 

De  page  (48)    à  la  page  (57). 
Id.      (HZ)        id.      (U9). 

(163). 
(183). 
(202). 
(273). 
(306). 
(314). 
(332). 
(343). 
(358). 
(395). 

(     du  5»  liv.) 

H.  Kramp  a  publié  dans  son  ouvrage  sur  les  réfractions  as- 
tronomiques ,  une  Table  qui   donne  les  valeurs  de  l'intégrale 

fe'^dt  pour  toutes  les  valeurs  de  t  de  -^  en  —  depuis  f-=0 

jusqu'à  («3  ;  cette  table  étant  très-utile  et  Touvrage  de  Kramp  fort 
rare,  fai  cru  devoir  réimprimer  cette  table  et  la  placera  la  fin 
de  ce  traité. 

A.  MEYER. 
Liège,  Octobre  1851. 
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Id. 
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Id. 

(309) 
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Id. 
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Page  25,  1'*  ligne,  au  lieu  de  Doricht ,  lisez  Dirichlel. 


>i 


00  00 


41 ,  :>•      »  n  ff{x*)dx  ,         »      r{(x^)dx  = 


»     129,  1"    » 


00  00 

»     41,  6-      »  »         (W)  n     (49). 

»     57,  20'    »  »        les  valeurs  de  y=«,  lisez  les  val. 

de  y  depuis  y^=cc. 
h 

»     82,   15*     I»  »         ^={>         lisez        a:=«|. 

a 

»     93 ,  7*      »  »         A ,  »  A*. 

»     105,  r**    »  »         continues,     y>  continu. 

»     107,  7'     »  »         — »  -2- . 

X  X 

00  CO  00  oo 

0  0  0  0 

00  00  oo  00 

»     138,  9"    »  »        /etc.    /etc.,  »     /etc.,  /etc. 

0  0  0  0 

»  206,  13'  »  D         le  dévcl.  après,  lisez  après  le  dével. 

»  211,9-    «  y>         K^  +  O)  (x+0),     •     f(a?  +  0). 

»  294,  3%  4%  5%  6%  8%  19*  au  lieu  de  n*  lisez  iit. 

»  302,  13*  ligne,  au  lieu  de  décrire  lisez  Véduire. 

»  323,  12*    »  »         form.  (    )  i     form.  (47). 

V  325,  8*      x>  »         qui  »     que. 

»     328,  15*     r>  »      »      . 

p     454,   19*     J>  »     rfe  /«  »     e^  la. 
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NOTIONS  PRÉLIMLXAIIIES. 


Toulc  fonclion  f(x),  d'une  seule  variable  x,  représente  une 
courbe  dont  l'abseisse  est  x,  et  l'ordonnée  la  fonction  f(x)  elle- 
même.  Quoique  les  notions  que  nous  allons  donner  puissent  se 
développer  sans  le  concours  de  constructions  géométriques  ,  nous 
avons  cru  cependant  devoir  nous  servir  de  ce  moyen ,  afin  d'abré- 
ger le  discours ,  et  de  rendre  plus  sensibles  les  conceptions  abs- 
traites, qui  se  rattachent  aux  fonctions  en  général. 

1.  Si  X  représente,  sur  Taxe  des  x,  la  valeur  numérique  de  la 
distance  actuelle  d'un  point  mobile  à  l'origine ,  en  concevant  que 
ce  point  prenne  une  position  immédiatement  voisine ,  en  sëcartant 
ou  en  se  rapprochant  de  lorigine ,  cette  position  aura  pour  expres- 
sion numérique,  dans  le  premier  cas,  x+dx,  et  dans  le  second^ 
X  —  rfx. 

Nous  dirons  alors  que  les  points  voisins ,  dont  les  distances  à 
lorigine  ont  pour  mesure  x,  x+dx  ou  x,  x — dx  ,  sont  cantigus , 
afin  d'exprimer  par  là  que  Tintervalle  qui  les  sépare  est  nul ,  sans 
que  néanmoins  ces  points  coïncident. 

Le  dx  ajouté  à  x  avec  le  signe  plus  ou  moins ,  n'a  aucune  valeur 
numérique ,  il  exprime  simplement  que  le  point  mobile  a  pris  une 
position  immédiatement  voisine ,  la  première  possible,  en  suivant 
la  loi  de  continuité.  De  là  une  double  nature,  ou  signilication  de 
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(2) 
dx  :  d  être  un  accroissement ,  mais  un  accroissement  sans  valeur 
numérique,  dx  a  donc  une  valeur  analytique  ^  comme  élément  de 
génération  par  continuité,  mais  n*a  pas  de  valeur  numérique. 

Il  suit  de  cette  manière  d'envisager  la  différentielle  dxy  1"*  que , 
sous  le  point  de  vue  numérique,  les  égalités 


x+dx=x  j     ,^. 
a:  —  dx=x  ) 


subsistent  en  toute  rigueur; 

2*  Sous  le  point  de  vue  analytique ,  les  inégalités 


X — ax-^x  ) 


subsistent  en  toute  rigueur. 

2.  Si  b  désigne  une  quantité  finie  et  réelle  y  on  aura  identique- 
ment --—  =  6,  ou  —  X*c«»J.  Mais  le  quotient  —    étant    une 

dx  dx  dx 

valeur  infiniment  grande ,  si  on  désigne  celle-ci ,  pour  abréger , 
par  n ,  on  aura  : 

ndx  -*  6.         (3) 

Si  Ton  conçoit  sur  Taxe  des  x  une  suite  de  points  contigus  y 
dont  le  premier  soit  placé  à  la  distance  quelconque  x  de  lorigincy 
la  progression  arithmétique  du  1*"^  ordre 

X yX-^-dXy  X  +  2dx ,  etc. , 

à  raison  constante  dx  y  exprimera  analytiquement  la  suite  continue 
de  ces  points  ;  et  chaque  terme  de  cette  progression  aura  la  mémo 
valeur  numérique  que  celui  qui  le  précède ,  ou  le  suit  immédia- 
tement. 

Soit  h  la  distance  entre  les  points  x^b,  x=a  y  ou  soit  b^a^h; 
on  pourra ,  en  prenant  n  infiniment  grand  y  poser  y  conformément 
à  la  relation  (3),  6 — a^^^nda,  et  alors  la  progression 

a,a\  daya'\'^day  ...  a'\'{n  —  l)da, 

set  a  la  construction  analytique  des  points  qui  s'étendent  sans  inter- 
ruption depuis  x-aa,  jusqu'à  xssô. 

3.  Analyser  une  courbe  dont  l'ordonnée  générale  est  ((x),  c'est 
suivre  son  cours  ,  fixer  sa  forme,  reconnaître  sa  nature  pour  tous 
ses  points  consécutifs  ;  et  sous  ce  rapport  f(x)  varie ,  en  général , 
d'un  point  au  point  suivant.  Ces  variations  continuelles ,  ducs  à 
la  forme  de  la  courbe,  à  la  nature  analytique  de  la  fonction  f(x)^ 


(3) 
peuvent  être  nommées  variations  ou  valeurs  analytiques.   Nous 
nommerons  variation,  ou  valeur  numérique,  la  différence  me- 
surée, ou  réduite  en  nombre,  entre  deux  ordonnées  de  la  même 
ooarbe  ;  que  ces  ordonnées  soient  contiguês  ou  séparées. 

Or,  s*il  arrive  que  pour  une  certaine  abscisse  x^sa,  Tordonnée 
correspondante  î{a)  devienne  inûnie^  ou  que  ce  soit  l'ordonnée 
du  point  de  jonction  de  deux  arcs  de  courbes  différentes ,  ou  repré- 
sente à  la  fois  deux  ordonnées  différentes ,  savoir  Fordonnée  du 
point  final  d^un  premier  arc  de  courbe ,  et  l'ordonnée  du  point 
iniiial  d'un  second  arc  ,  disjoint  du  1*'  dans  la  direction  commune 
de  CCS  deux  ordonnées,  on  dit  que  la  courbe,  ou  la  fonction  f(x) , 
est  discontinue  au  point  x=sa,  j^==f(^).  Dans  ce  cas  la  différence 
entre  les  ordonnées  continues  f (a) ,  f(«  +  ^^)  5  ^^  ((«),!(«— d«) 
aura  une  valeur  numérique  différente  de  zéro.  Mais  si  pour  aucune 
valeur  de  x,  la  fonction  f(x)  devient  infinie,  ott  reçoit  plusieurs 
valeurs,  c'est-à-dire,  est  indéterminée,  les  points  de  la  courbe 
jfss:f(x),  se  suivront  sans  interruption  ;  la  courbe,  ou  f(x),  sera 
une  grandeur  continue.  Dans  ce  cas  les  valeurs  numériques  des 
différences 

f(x  +  dx)  —  f^x)  ,  f(x — dx)  —  f(x) 

seront  nulles ,  et  Ton  aura  : 

f(xd:dx)  — f(x)  —  df(x)  =  0,         )      ^ 
ou  fjxrb  dbc)  ««  f(x)  -f  dî(x)  =  f(x).       )      ^  ^ 

Mais  en  ayant  égard  au  cours  de  la  courbe,  à  la  nature  ana- 
lytique def][x),  qui  change  continuellement,  les  ordonnées  f(x  — 
^)fK^+dx)7  dont  Tune  précède,  et  Tautre  suit  immédiatement 
Fordonnée  f(x) ,  différeront  analytiquement  de  celle-ci ,  et  sous 
ce  rapport  on  aura 


f(x±dx)-f(x)>0,     j     ^^,^ 


ou  f  (x  =b  dx)  —  f(x)  <  0. 

La  différentielle  dt{x)  est  donc  nulle  comme  valeur  numérique, 
mais  ne  l'est  pas  comme  variation  y  c'esl-à-dirc ,  comme  valeur 
analytique. 

Les  équations  (4)  et  {i^,  qui  sont  vraies  chacune  sous  son  point 
de  vue,  constituent  le  fondement  du  calcul  différentiel.  En  les 
employant ,  tour  à  tour ,  conformément  à  leur  nature  analytique  et 
numérique ,  les  principes  de  ce  calcul  s'établissent  d'une  manière 
simple  et  rigoureuse. 

4.  Si  nous  nommons  ds  la  distance  sans  valeur  numérique  des 


(4) 

deux  points  consécutifs  de  la  courbe ,  qui  répondent  aux  ordon- 
nées contiguês  f(x),  f(x+da:),  séparées  par  l'intervalle  dx,  le  tra- 
pèze élénoentaire  dont  les  deux  bases  parallèles  sont  f(x) ,  f(x-{-cbr) , 
et  les  autres  côtés  ds,  dx^  ayant  dx  pour  hauteur  ,  aura  ,  pour 
expression  superficielle 

I^L±É^1±M  X  dx  ; 
2 

et  comme  il  s*agit  ici  d'une  évaluation  numérique,  et  que  Ton 
a  par  conséquent ,  sous  ce  point  de  vue ,  en  toute  rigueur , 
f(x+dxj«-  f(x),  ce  même  trapèze  sera  exprimé  par 

f(x)-dx.  ...     (5) 

5.  Comme  f(x)  n'est  pas ,  en  général ,  un  polynôme  du  1"  degré. 
Ton  voit  que  la  suite  des  ordonnées  contiguês 

f(x),f(x+iix),  f(x+2ir)  ,  etc.     (6) 

ne  constitue  pas  une  progression  du  1*'  ordre,  et  par  suite  les  dif- 
férences premières  ne  sont  pas  constantes.  Sous  ce  rapport  ana- 
lytique on  peut  dire  que  la  différenlielle  d'une  fonction  est  variable, 
quoique  la  valeur  numérique  de  la  différence  entre  deux  termes 
consécutifs  quelconques  de  cette  suite  soit  nulle. 

Les  termes  consécutifs  de  la  suite  (6)  étant  séparés  par  Tin- 
tervalle  dx,  il  est  clair  qu'à  cause  de  (5),  les  produits 

f(x)*dx,  {{x^dx)*dXf  f(x+2dx)*dx  ,  etc. 

exprimeront  les  valeurs  superficielles  d'une  série  de  (rapèzes  élé- 
mentaires contigus  y  et  l'on  aura .  pour  la  somme  indéfinie  f((x)dx 
de  ces  espaces  élémentaires ,  l'expression 

ft{x)dx^dx[f{x)  +f(x  +  dx)  +  f(x-|-2(ix)  +  ctc.  ]    (7) 

C'est  l'aire  indéfinie  de  la  courbe  prise  à  partir  d'une  abscisse  quel- 
conque X. 

6.  Les  abscisses  qui  ,  selon  le  §  2 ,  s*étendent  d'une  manière 
continue  depuis  x=a^  jusqu'à  x^=by  étant  données  par  la  pro- 
gression 

aya^  daya'-{-^da  j  ...  a  +  n— Irfo, 
les  ordonnées  correspondantes  seront  respectivement 

f(a),f(o  +  Ai),f(a-f2(ia),   ...  {{a+n^*da)'y 

par  suite,  les  trapèzes  élémentaires,  compris  entre  ces  ordonnées, 
auront  pour  expressions  les  produits  correspondants 

f(o).(ia,f(a+da).ài,f(a-j-2da)*do,  ...  r(a  +  n^*da)'da. 


(S) 

La  somme  de  ces  trapèzes,  s*étendant  depuis  a:  =  a,  jusqu'à 

a;=6,  se  nomme  une  somme  y  ou  une  intégrale  définie;  les  valeurs 

a  et  6  des  abscisses  extrêmes  en  formant  les  limites.  En  supposant 

6>a,  on  écrit  : 
h 

(8)        rt(x)dx  =  ia  [f(o)  +  f(a+  (ia)  +  f(a  +  Sda)  +  ...  + 

7.  Soit  c  une  abscisse  intermédiaire  entre  a  et  6 ,  savoir  o<6  <c , 
on  pourra ,  en  supposant  toujours  f(x)  continue  entre  a  et  6 ,  ad- 
mettre que  l'aire  déQnie,  exprimée  parla  formule  (8),  soit  par- 
tagée en  deux  parties,  la  1"  s'élendant  de  x=«a  à  ac=c,  et  la 

?*'  (le  x  =  c  à  x=6  ^  il  est  clair  qu'on  aura  alors  : 

h  e  h 

rî[x)dx  =  rî{x)dx  +J^({x)dx.      (9) 

a  a  c 

Plus  généralement ,  soit 

a<tf</3<  ...  <»<6, 

00  aura ,  par  le  même  principe  de  décomposition  : 
b  a  p  b 

fi\x)dx  :=zf{(x)dx  +  r((x)dx  +  ...  + /l(x)dx.        (10) 

a  a  a  m 

8.  En  admettant  que  f(x)  soit  une  fonction  continue ,  les  inté- 
grales 

/f(x)dx,    r{{x)dx ,    /f(x)dx       (a) 
e — de  c  c— c2c 

sont  les  aires  de  trapèzes  dont  la  largeur  est  de,  c'est-à-dire  des 
lignes  droites  ;  par  conséquent  les  valeurs  numériques  de  ces  aires 
sont  nulles. 

Donc^  si  f(x)  est  continu  ^  on  aura^  sans  aucune  erreur  numé- 
rique : 

b  b  ô  — dô 

/f(x)dx  =  /l{x)dx  =   f{{x)dx.      (lŒ) 

a  a-i'da  a 

9.  Soit  x=c  l'abscisse  d'un  point  de  la  courbe  j^=rf(x)  com- 
prise entre  x=a  etx=6,  en  sorte  que  Ton  ait  a<c<6,  il  est 
clair  que  f(c)  sera  l'ordonnée  finale  du  groupe  d'ordonnées  con- 
tiguës 

f(a),  t{a  +  da),  {{a  +  2da),   ...  f(c  -  2(/c),  f(c -  de),  f(c)  ,       (a) 


(G  )• 
et  en  même  temps  Fordonnéc  initiale  du  groupe 

l]:c),f(c+(fc),f(c+2dc),  ...  î{b  —  ^db),t{b—db),{[b).        (6) 

Cela  posé,  nous  dirons  que  la  fonction  f(x)  est  continue  ou  dis- 
continue au  point  x=c,  selon  que  l'ordonnée  finale  f{c)  de  la  suite 
(a)  a  la  même  valeur,  ou  non,  que  l'ordonnée  initiale  de  la  suite  (b). 

Mais  si ,  après  avoir  développe  les  fonctions  f(c  —  de),  ({c'\-dc) , 
on  posedc=0,  il  est  clair  que  f(c  — de)  devient  l'ordonnée  finale 
f(c)  de  la  suite  (a),  et  f(c+.dc)  coïncidera  avec  l'ordonnée  initiale 
f(e)  de  la  suite  (b).  On  peut  donc  énoncer  le  principe  suivant  : 
La  fonction  f(x)  est  continue  ou  discontinue  au  point  x«=c,  selTn 
que ,  en  posant  dc=  0  après  les  développements ,  on  aura  : 

(c)    f(e+de)  — f(c— (fc)  =  0,    ou    f(c+de)  — f(c— (fc)^O.     (rf) 

Soit  de  plus  fî{x)dx=^¥[x)  +C  ,  on  aura,  en  général  , 

h 

/7(x)(/x  =  F(6)  — F(a), 

a 

et  par  conséquent 

ff[x)dx  =  F(c  +  dc)  —  F(c— de). 

C — de 

On  conclut  de  là  ce  théorème  :  en  supposant  que  Ton  ait 
f{[x)dx  =  F(a?)  -f-  C ,  /a  fonction  ¥[x)  sera  continue  ou  discontinue 
enx  =  c,  selon  que ,  en  posant  de  "=  0  après  l'intégration,  on  aura  : 

e-^-dc  c^de 

(e)  /f(ar)(ix=0 ,   ou     rî{x)dx  ^  0 .       [f) 

c  — (2c  c— de 

c-^-de 

Si ,  dans  le  cas  (/"),  on  fait  /  I{x)dx  =  A  ,  cette  relation  con- 

c  —  dc 

stituera  ce  que  Cauchy  nomme  une  intégrale  singulière.  Soit  tou- 
jours/f(x)rfaî=F(ap) -J- C,  il  est  clair  que  Taire  F(a:)  sera  con- 
tinue ou  discontinue  en  â;  —  c,  selon  que  la  courbe  j^«af(x)  sera 
continue  ou  discontinue  au  même  point.  Cela  posé,  comme  on  a , 
par  la  formule  (10)  : 

b  e — de  e-^-de  h 

J^i{x)dx  ^rt{x)dx  +r{{x)dx  +  f({x)dx ,  (12) 

a  a  c  —  de  c-f-rfc 


ou 


(7  ) 
il  est  clair  qiron  aura 

b  e—de  b 

f{(x)dx  =ft{x)dx  -\-J'i^x)dx ,  (11) 

a  a  c-\-dc  ] 

b  e — de  b 

ff[x)dx  =  fî{x)ih!  +fi(x)dx+  A  ,  ('  1') 

a  a  o-{'dc 

selon  que  {(x)  sera  continu  ou  discontinu  au  point  quelconque 
x=sCj  compris  entre  x^a^x^^b.  Il  est  bien  entendu  qu'après 
avoir  effectué  les  intégrations,  il  faudra  poser,  dans  ces  formules, 

Remarque,  Si  f(x)  est  discontinu  au  point  x^c,  on  peut  re- 

b 

garder  l'intégrale  /  ({x)dx  comme  la  somme  de  deux  aires  de 

a 

courbes  adjacentes  s'étendant  la  1  '•  de  x  »»  a  à  ap=  c^dc  ^  la  S**' 
de  xssc-^dc  à  â;»6,  de  étant  toujours  supposé  =0.  Cette 
convention  donne 

b  e — de  b 


r{(x)dx  =  r{{x)dx  +  yf(x)(£r . 


c+dc 

Aloi*s  le  terme  A  disparait,  ce  qui  est  avantageux  puisque  ce  tcrine 

b 

rend  presque  toujours /r(â;)d2;  imaginaire,  inGni  ou  indéterminé. 

a 

10.  On  pourra  mett^^e  la  formule  (8)  sous  une  forme  un  peu 
différente,  et  plus  générale,  en  admettant  que  les  variables 

décroissent  indéfiniment  jusqua  la  limite  da;  en  effet,  alors  on 

pourra  écrire  : 
b 

(13)     ft(x)dx  =  litn.[9J(fl)+3J(a  +  i^)  +  9s{(a  +  ^,  +.  ^.) 

•  +  ...  +*nf(a+ J.  + j,  +  ...  +^n-i)]  ; 

car  si  nous  passons  réellement  aux  limites ,  ce  qui  revient  à  rem- 
placer chaque  ^  par  da ,  on  reproduit  la  form.  (8). 

1 1 .  La  formule  (8)  subsiste  encore  dans  le  cas  où  f{x)  est  une 
foi  ction  continue  imaginaire ,  de  la  forme 

({x)^?[x)  +  y'~lHx).        (14) 
En  effet,  on  dit  qu*une  fonction  de  cette  forme  est  continue, 
lorsque  chacune  des  fonctions  réelles  f{x)  cl  -^pix)  est  dans  ce  cas. 


(8) 
Cela  posé  9  on  a  d'abord  : 

f(x)  =  f[r(cosx+l/'^sma:)]  =  f(rt**^-*)  = 

f{x)  +  i/^  \l^(x)  ; 
de  là  on  déduit  : 

eic.  etc. 

f(rc^"+'*~^^^^~^)=?(a+  iï^da  +  V^^i  ^a+  n^\  da)  ; 

mais  on  a,  par  la  form.  (8), 

h  

/'y(a:)(ir  =  da[y(a)4-y(a  +  da)  +  ...  +  ?(«+^— *  ^«)1  > 

a  h 

^/rIf /^(x)(te-|/^da[J.(a)  +  '^(a  +  rfa)+  ...   + 

""  ^a  +  n^Xda)']) 

donc,  en  ajoutant  : 

/[y(ar)  +  ^/IIÏ4<x)](te  =  rfa[7{a)  +  ^^^  ^(«)  +  c'c-  + 

«  ff{aJi^n^\  da)  +  |/^-4'C«  +  w^*»)]  » 

ou  : 

b  

f(re^+*^^)'^^)].        (15) 

13.  Il  est  facile  aussi  d'étendre  la  form.  (8)  au  cas  d'une  fonc- 
tion de  plusieurs  variables. 

En  effet ,  soit  la  fonction  des  2  variables  f(x,2/)  en  ne  fesant  pas 
d'abord  varier  y ,  et  en  donnant  à  x  les  valeurs  continues 

a^a^da^a+^da  y  ...  a+n— l(fo,tf, 

où  l'on  suppose  a^=^a+nday  on  aura,  par  la  form.  (8)  : 

CL 

/f(x,y)dx=  dalt{a,y)  +  t{a  +  da,y)  +  .,.  + 

f{a  +  n^da,y)]. 

Mais  si  l'on  multiplie  pardy,  et  que  l'on  donne  aux  y  les  valeurs 
continues 

b,b  +  db,b  +  Wj,  ...  b^'^i^ldb.p, 


où  Ion  suppose       fi=^b  +  mdby        il  est  clair  que  l'on  aura  : 

f        «  /S 

ydy/f(x,y)dx  =  da  [ /f(a,î/)dy  +  etc.  -f 


b 

J^a^n—\da^y)dy'\  ; 
h 

doue  y  en  développant  chacune  des  intégrales  /((afy)dy,  etc. 

b 
suivant  la  form.  (8)^  on  aura  r 

Jdyy{{x,y)dy  «  (fad6[f(a,6)  +  f(a+da,6)+  ... 

*         a  

+  f(a+  n— 1  da,6) 

4.i(o,6+d«)+f(a+rfa,6+rf6)+  ...+f(a+  n^da,6  +  d6) 

4-i(a,6+2d6)+fa+da,6+2ctt)+...-|-f(a4-n^da,6+2d6) 

+  etc. 

+  f(a,64.m3ld6)+f(a4-da,6+îïriITd6)-f  ... 

+  i(a+n^da,b+m^db)].        (16) 

Ce  calcul  fait  suffisamment  connaître  la  marche  qu'il  faudrait 
suivre  s'il  s'agissait  d'étendre  la  form.  (8)  à  des  fonctions  de  3 ,  ou 
d'un  plus  grand  nombre  de  variables. 

13.  Il  me  reste  encoie  h  dire  un  mot  pour  justifier  l'abandon 
que  je  fais ,  dans  l'exposition  des  principes  sur  les  intégrales  défi- 
nies  f  de  la  méthode  des  limites  et  de  celle  des  infiniment  petits. 

1.    La  méthode  des  limites  se  réduit  à  une  identité  absolue  y 

telle  que  A«»A;  et  ne  donne  rien. 

Soit  en  effet,  A  l'accroissement  fini ,  de  x^  et  considérons  la 
fonction  x*,  on  aura  : 

h 
donc  : 


=  2x-f  A; 


Hm.  (îi^^l^ — ïl  =  2x,  pour  A  =  0.        (1) 
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Mais  en  feâant  l'accroissement  h  égal  à  zéro^  on  reproduit  la 
fonction  primitive  x'^  et  l'on  aura ,  par  Téquat.  (1), 

0  ' 

ou  0:=2x*0»0i 

ou  3c« — a:*  =  0,  a:*=x*. 

Dans  cette  méthode  il  n*y  a  pas  de  développement^  ou  de  géné-^ 
ration,  et  par  suite,  cette  méthode  ne  donne  rien. 

2.   La  méthode  des  infiniment  petits  ne   donne  que  des  résultats 
approchés ,  et  conduit  à  des  conclusions  absurdes  y 

contradictoires. 

En  effet,  dans  cette  méttiode  une  différentielle  fiffi[a7),  n'est  pas 
zéro  ;  elle  a  donc  une  valeur,  qu'on  nomme  vaguement  infiniment 
petite  ;  dès-lors  en  écrivant  : 

f(ar)=f(x+dx)  =  f(x)  +  df(flt:) , 

on  doit  négliger  df(x),  et  par  suite,  le  résultat  ne  pourra  être 
qu'approché.  Dans  ce  système  on  néglige,  comme  incomparable- 
ment plus  petits ,  les  inQniment  petits  d'ordres  supérieurs ,  vis-à- 
vis  des  infiniment  petits  d'ordres  inférieurs.  Or  comme,  dans  cette 
méthode,  les  infiniment  petits,  n'importe  de  quel  ordre,  ne  sont 
pas  nuls,  les  résultats  obtenus  ne  peuvent  être  rigoureusement 
exacts,  ce  qui  néanmoins  est  démenti  par  le  fait.  De  là ,  une  con- 
tradiction, ou  une  absurdité,  savoir  une  méthode  inexacte  con- 
duisant à  des  résultats  rigoureux.  Pour  lever  la  contradiction,  on 
a  dû  recourir  à  la  fiction  de  la  compensation  des  erreurs. 

Dans  la  méthode  des  limites,  on  rejette  la  valeur  analytique  des 
différentielles ,  et  on  ne  conserve  que  sa  valeur  numérique ,  qui 
est  zéro;  la  génération  des  fonctions  devient  donc  impossible, 
puisqu'on  n'a  pas  de  développement. 

Dans  la  méthode  des  infiniment  petits,  on  conserve  la  valeur 
analytique,  mais  on  n'admet  pas  que  la  valeur  numérique  soit 
nulle.  Ici  la  génération  des  fonctions  devient  possible,  mais  les 
résultats  ne  peuvent  être  qu'approchés ,  puisqu'on  néglige  les  infi- 
niment petits  d'ordres  supérieurs.  Cependant  les  résultats  qui  de- 
vraient être  approchés  ,  sont  rigoureux ,  cette  contradiction  pro-^ 
vient  de  ce  qu'on  conserve  aux  différentielles  une  valeur  différente 
de  zéro. 


(41  ) 

L'on  voit  que  le  vrai  système  consiste  ù  maintenir  aux  diflë- 
reniielles  une  existence ,  ou  valeur  analytique ,  et  à  les  priver  de 
toute  valeur  numérique.  Cette  double  signification  est  une  consé- 
quence immédiate  de  Fidée  même  de  la  continuité  ;  et  sans  cette 
double  signification j  la  construction  analytique,  au  moyen  du 

calcul ,  des  diverses  continuités  de  l'espace  et  du  temps  serait  im-* 

possible. 


-C'Cf>- 
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1"  LIVRE. 


PRINCIPES  GÉNÉRAUX 


DE   LA. 


^îS2âo!aaa  s>33  s3^îâKa:ai^2iiss  oâi^aa^a 


I. 


PROPOSITIONS  FONDAMENTALES. 


1*'  Théorème. 

f(x)  étant  une  fonction  continue  entre  a  et  b  et  s  désignant 
une  fraction  proprement  dite  y  je  dis  que  l'on  a  : 

b 

/f(x)rfa:=(6— a)f[o  +  ff(6  —  a)]. 

a 

Démonstr,  Soient  f(«),  f(/3)  respectivement  la  plus  grande  et  la 

plus   petite   des    quantités,    f(a),  f(a  +  da),  •••  f(a  +  n — 1  dci)  , 
on  aura  : 

f(a)  — f(«)-<0,  en  même  temps  que    f(o)  —  JÏp»0, 
f(a-fdo)— f(a)<0,  »  »       f(a-j-c/a)-f()3)>0, 

etc.  etc. 


/(a  +  n— Ida)  — f(^)<0,    »  »       f(a+n— lc/a)-f(0)>O; 

donc,  en  multipliant  ces  intégrales  par  da,  on  aura ,  en  ajoutant , 
et  en  ayant  égard  à  la  form.  (8)  : 

b  b 

J}[x)dx~nl(a)da<ii    et      rî{x)dx  —  nr(fi)da>0. 

a  a 

Comme  ces  résultats  sont  de  signe  contraire ,  il  doit  exister  entre 
a  et  6  une  valeur  y  telle  que  Ton  ait  : 


(  13) 
h 

/}(x)dx  —  nda  f  (y) = 0 .      (17) 

a 

Soit  donc  s  une  fraction  proprement  dite ,  on  pourra  poser 

y=:a'\'8{b — o). 

De  plus ,  comme  on  suppose  a-\'nda  «  b ,  Tégalité  (17)  devient  : 
h 

/f(aî)cfc^(6-a)f[a+£(6  — o)].      (18) 


2"»'  Théorème. 

En  supposant  que  «//(x)  reste  toujours  positif  pendant  que  x  varie 
déx  =  aâx»by  et  que  f{a)  et  f[P) ,  soient  respectivement  la  plm 
grande  et  la  plus  petite  valeur  de  9>(x) ,  correspondantes  aux  mêmes 
variations  de  x  ,  je  dis  que  l'on  a  : 

b  b  b 

^<^)f^[x)dxy  ff{x)X4¥)dxyf[IS)f^l^[x)dx. 

a  a  a 

Démonstration.  On  a  ^  par  hypothèse  : 

9(«)-f(x)>0,     et    y(/3)  -  y(x)<0. 

Comme  tp(x)  est  positif  dans  rintervalle  6 — a,  on  a  aussi  : 

[7(«)-Kx)Mx)>0,     et    [K^-Kx)]^(x)<0, 

et  par  suite 

h  b 

y[K«)-K«)]+(x)da:>0,   et  y[K/3)-?(a^)Kx)dx<0  ; 


a 

OU  : 


f  («)y^x)dx>y  K«)J.(x)cfcr , 


an 


K(3)  A(x)dï<y",(a:)v^(x)di. 


Corollaire.  A  cause  des  égalités  (19),  il  faut  qu'il  existe  une 
valeur  f{i),  intermédiaire  entre  f{»)  et  ^(/S),  telle  que  l'on  ait  : 


(  14  ) 
b 


/f{x)^x)dx  =  9:-/)  fp(x)lx  ,     (20) 

a  a 

y  étant  une  valeur  comprise  entre  a  et  b. 

3"*  Théorème. 

Si  f(x)  reste  continue  depuis  x  =  a ,  jusqu'à  x  =«b ,  en  supposant 

b 

b>a,  jfc  dis  que  l'intégrale  f  f(x)dx  ,   sera  positive  ou  négative  , 

a 

selon  que  f(x)  est  positif,  ou  négatif,  dans  le  même  intervalle. 

Car  on  a  : 
b 

Ax)dx  — do[f(o)+f(a+rfa)  +  ...  +  f(a+n^(fa)]. 

a 

Donc  si  les  termes  f(a), f(a+c/a),  etc.,   dont  par  hypotlièse 
aucun  n*est  infini,  ni  indéterminé,  sont  tous  positifs,  ou  tous  né- 

b 

gatifs ,  rintégrale    /  f{x)dx  sera  elle-même  positive  ou  négative. 


a 


On  étendra  facilement  ce  théorème  ra  cas  de  2  variables ,  en 
fesant  usage  de  la  form.  (16). 

4"^  Théorème. 

Lorsque  la  fonction  f(x)  devient  infinie  pour  x=:a,  l'expression 

f(a  4-  de)  •  de 
a  toujours  une  valeur  finie  différente  de  zéro. 

Démomtration.   Comme  f(a:)  devient  infini  ,   pour  x=sa,   on 
pourra  écrire  : 

X — a 
donc,  en  remplaçant  x  par  a+dc,  il  vient  : 

f(a+dc)=^  !!i±*2=,  ^[y(a)+^'(o)rfc  +  etc.]; 

d*où  Ton  tire  : 

f(«+cfc).dc=.V(c).         (20') 


(  ïîi) 

Cesl  celle  valeur  finie  ^a),  de  f(a-|-c/c)*(fc  que  Cauchy  nomme 
le  résidu  de  la  fonclion  f(x). 

Il  nomme  résidu  intégral  de  î(x) ,  la  somme  dos  résidus  de  celle 
fonction  relaiifs  aux  diverses   racines  réelles  ou  imaginaires  de 

Téqualion 

^-O,ouf(x)=oo. 

Il  nomme  résidu  inlégral  défini ,  le  résidu  intégral  pris  entre 
des  limites  données  ^  c'esl-à-dire  la  somme  des  résidus  correspon- 
dants à  des  racines  dans  lesquelles  les  parties  réelles ,  et  les  coëffi^ 

cients  de  \/ — 1  ne  devront  pas  dépasser  certaines  limites.  Il 
nomme  encore  extraction  des  résidus  l'opération  par  laquelle  on 
les  déduit  de  la  fonclion  {(x);  il  indique  celle  exlraclion  en  plaçant 
un  C  majuscule  y  initiale  du  mot  extraction ,  devant  la  fond.  f(x), 
qu'il  place  entre  doubles  parenthèses.  Enfin ,  il  emploie  la  notation 

X  Y 

pour  indiquer  la  somme  des  résidus  de  f(x),  relatifs  à  celles  des 

racines  comprises  entre  les  limites  x» ,  X  ;  el  les  coellicients  de  |/  —  1 
entre  deux  autres  limites  j/o>  Y.  M.  Cauchy  fait  un  usage  très- 
étendu  de  ces  notations  dans  ses  nombreux  écrits  ^  c'est  ce  qui  nous 
a  engagé  ù  les  reproduire  ici*  Nous  renvoyons  y  pour  plus  de  détail , 
au  Mémoire  sur  un  nouveau  genre  de  calcul  ^  inséré  par  cet  auteur 
dans  les  Exercices  de  Mathématiques  y  année  1826  ;  page  1 1 . 

1 
Remarque.  Si  l'équat.  r— 7  *=»  0  ,   a  w  racines  égales  à  o ,   ce 

ï{pc) 

qui  suppose  que  la  fond.  f(x)  soit  de  la  forme 


(x-ar 

alors ,  le  résidu  de  la  fonction  f(x) ,  sera  la  valeur  finie  différente 
de  zéro ,  marquée  par  l'expression  : 

1  d—J  [(fc-ffo  f  de)]  yC^-^Ha) 


l.'2.3...(wi— 1)  de"-*  l-2-3...(m— 1)  ' 


(20") 


Car  on  a  :  dc»f(o+dc)=y(o  +  rfc)=5.(o)  +  y'(o;dL+y"(a)iî^ 

1  *  «4 


(16) 

En  diflerentiant  cette  expression  m — 1  fois  de  suite  par  rapport 
h  Cy  on  trouve  : 


dcT 


— 1 


=  ^i^-^a). 


Il 


TRANSFORMATIONS  RELATIVES  AUX  LIMITES. 


1*'  Problème. 
Réduire  la  limite  inférieure  à  zéi^. 

Solution.  Soit  0<a<6,  on  aura,  par  la  form.  (9), 

h  a  h 

ft[x)âx  —  rt{x)dx  +J}{x)dx  , 


d'où  : 


0  0 

b  b 


A(x)f/x  =-  / V(x)dar  —  /l{x)dx.     (21). 

a  0  0 

2"'  Problème. 

Renverser  les  limites. 
Solution.  Par  la  form.  (21)  on  a  : 

b  b  a 

/V(x)(tr=y f(x)rfx  —  f{{x)dx  , 

a  a  b 

J\x)dx  =  /V(x)dx  —  / *l(.r)rfx  , 

i  0  0 


(17) 

donc ,  en  ajoutant  : 

6  a 

r{(x)dx  4-    rf(x)dx  =  0  î 


d'où  : 


J^t{x)dx^~J*î(x)dx.    (22). 

a  b 

3"*  Problême. 
Changer  les  signes  des  limiies. 

h 
SolîU.  Si  dans  Texpression  /  f{x}dx  ^  on  pose  : 


—6 

9 


x== — z,    les  limites  x=a  j      deviendront  z  s=  | 
et  on  aura  dx  — — dz;  donc 

r  {{x)dx  =  —    ri{—z)dz. 

a  — a 

En  renversant  les  limites,  et  en  changeant  z  en  x^  on  a  : 

h  —a 

J^f{x)dx  =  y  f(-x)rfx;      (23) 
a  —6 

OD  a  donc  aussi  : 

-5  o 

J^i{x)dx  =  /*f(— x)dr.     (24) 

4"«  Probléie. 

Xa  Itmt/e  supérieure  étant  infinie  faire  dépendre  Vintégrale  pro- 
posée d'une  autre  dont  la  limite  supérieure  soit  finie. 

00 

SohU.  Si  dans  l'intégrale  proposée    /  f(x)dx  ^  on  fait  ao=sz — et , 

a 
Wa  7.  i'*  PART.  \ 


'--^a^'    ^' 


(18) 

alors  aux  limites  x  :=  |     ,  répondront  les  limites 

00  00  00  ar{<L 

a  Orf-a  0  0 

00  «-H 

=  J*{{x—a)dx—    rt(x—a)dx.    (25) 
0  0 

Si  a  est  nul,  on  a  : 

00  00  * 

rî(x)dx^rf{z—a)dx—rî{x—a)dz.    (26) 
0  0  0 

On  trouvera  de  même  : 

00  — OO  —00  c 

/*f(— «4^)dx  =  —  A(x+«)dx  =  —  /*f(«)(te  -H /*f(a)<it 

0  0  6        .^-  0 

0  « 

—  /*f(«)dx+/"f(x)(fa.    (27) 

— «  0 

S""*  Problème. 
Réduire  les  limites  à  0  ef  f . 

5o/ut.  Si  dans  l'intégrale  proposée  y  f(a;)ctx,  on  fait 

a 

x«>n4'*'^>  dx=imdZf 

d— n 
5 

les  limites  x  b   |    ,  deviendront  ;;  =:< 
on  a  donc  : 


m 


/*  f(x)dx  —  m   /  f(n  +  twj?)* 


m 


Or  en  fesant  nasa^  m «6 — a,  pub  en  changeant  je  en  r^ 
il  vient  : 

b  1 

a  0 

6"*  Problème. 
Réduire  les  limites  à  0  et  co . 
Solut.  Si  dans  le  2^  membre  de  la  form.  (28);  on  pose 

X  =  •— ; ,    d  ou   Z  = 


i+z  '  1 

1 


alors  les  limites  x  »   i  deviendront  z  «   j     ; 

0  0 

de  plus ,  comme  on  a  : 

il  vient ,  en  remplaçant  z  par  x  : 
b  ^ 


Réduire  les  limites  en  d'autres  dont  elles  ne  diffèrent  qu'infi- 
niment peu. 

Solut.  1*  Soit  a^a+da,  /3«-6  —  db ,  on  aura  d'abord  : 
b  tt  fi  b 

rî{x)dx  =    ri{x)dx  +   ff{x)dx  +    r({x)dx  ; 

a  a  «t  fi 

puis  ,  en  ayant  égard  k  la  form.  (18)  : 

b  fi 

jrf(x)dx-(«— a)f[a+«(«— o)]  +     r{{x)dx 


(80) 
+  (6-i8)f[/3  +  .{6-/l)] 

/» 
=  do.  f[o  + 6  do]  +  y  f(«>Ét  +  db'f[p  +  e{b—0]i\ 

a 

fi 

"     f  %x)dx.     (30) 

S"*  Soit  c  une  quantité  très-petite  ,  a»  —  oQ,6=-{-ao,  on 

pourra  écrire   approximativement  6s5=s  — ,  a= ,  pourvu 

que  dans  le  résultat  de  l'intégration,  on  fasse  <e=aO;  par  là  on 
aura: 

00  ^ 


J'î[x)dx  =  y  f(x)dx.     (SI) 


— «  1 

€ 
1 

€ 

Soit    /  {(x)ix  =  F(f),  on  aura  : 


1 

€ 


/*f(a;)dx  =  F(0). 


— OO 


8"*  Problème. 

Étendre  ou  restreindre  l'intervalle  des  limites. 

3"*  Lorsque  la  fonction  sous  le  signe  intégral  renferme  un  fuclour 
constant  infiniment  petit,  ce  facteur  rendra,  en  général,  la  va- 
leur de  rintégrale  elle-même  infiniment  petite  quelque  soient  ses 
limites;  on  pourra  donc  étendre  celles-ci  &  volonté  de 

—  00  à«4"^>  ou  de  —  a  k  +«. 


Exemple.  Soit  g  un  facteur  infiniment  petit 


it,et     CJ^ 
J  J'  +  a:' 


(21  ) 
Tint^rale  proposée;  cette  intégrale  étant  infiniment  petite  pour 
toute  valeur  finie  de  x ,  on  pourra  la  prendre  entre  deux  limites 
quelconques  — a  et  +^;  sans  changer  sa  valeur  et  écrire 

h  -{-a 


(32) 
Sf'-j-ae»       t/  g 


a  — « 

el  aussi  : 

00 


y_?*l_=  /_2*L  .     (33) 
jf"  +  X'      t/  g^  +  x^ 


2*»  Si  les  limites  de  l'intégrale  sont  0  et  oo ,  ou  — oo  et  -|-*^  9 
on  pourra  les  changer  respectivement  en  0  et  ~ ,  ou  en  —  ^  , 

--Tj  en  posant x=a f^z :  en  effet,  alors  aux  valeurs 

iOO  /  00 

,  x=  I         ,  répondront  respectivement  les  valeurs 
0  (—00 

T  /T 

,  r=  j 

0  J{^ 

8 

Exemple.  Transformons  par  ce  procédé  Finlégralc 

M±£iz:flrfx 
2  ' 

0 

dans  laquelle  on  a  posé,  pour  abréger, 

On    0  :    X  =s  toz  ,  ose  =s  — — ,  e  = r=:r- , 

'  COS'Z  1 jj^ \ 

: «  -T-j —  =  cos'z, /{l — xK— 1) 


e 


(22) 
donc 


OD  2      .  ..— 


2al^— It        ,^— 2«l^— 1 


/j±h^.,/r;';r  'h-*--'' 


0 


9"*  Problème. 


«•V 

Faire  dépendre  l'intégrale   f  f(x)dX9  de  deux  autres  doni  l'in- 

0 

tervalle  entre  les  limites  0  et  m  soit  moindre. 

Solut.  Soit  172=129 -4"  ^9  ^°  ^  évidemment 

0<g<2?  ...  <(n-l)ç<ng<ng+r; 
on  a  donC;  par  la  formule  (10) , 

m  nq-^  q  2q 

f  l{x)dx  =   f  \x)ix  —  f  {{x)dx  +    f  {{x)dx 

0  0  0  9 

Zq  nq  «2+r 

+   f{{x)dx  +  ...  +  y*  f(x)(fc+   /*  (ïx)(£r. 

2g  (n — l)g  njr 

Si  dans  le  1*%  2%  3*,  etc.,  n*,  n-f-l*  terme  du  2*  membre ,  on 
pose  respectivement 

x«z,  x=-çH-jî,  x==2g-|-5,  etc.  x  =  n — l-ç+«, 

X»=»iig-|-jjy 

on  obtiendra  : 

m  q  q  q 

rf(x)(fx=  y"  f(2)<fc  +  f^-\-z)dz^    A(2î+«)rf« 

0  0  0  0 

+  ...+    /  f(n — \*q+z)dZ'\'    f  t{nq-\-z)dz. 


•  •  • 


(23) 
Si  nous  changeons  dans  le  2"*  membre  z  en  x,  il  vient  : 

fli  q 

yf(x)dx=y*[f(x)+f(7+x)+f(2î+x)+ 

0  0 

r 

4-  f(n— 1  •q'{-xy]dx  +    /*f(ng  +  x)rfx     (34) 

0 

fn sa  nq -{-r. 

Remarque.  On  peut  encore  réduire  de  moitié  Tintervalle  entre 
0  eiq.  En  effet,  on  a  ^  par  la  form.  (9) , 

f  f(x)dx^=i  J  f{x)dx'^    f  f[x]dx. 

0  0  '         iq 

Si  dans  la  S""  intégrale  à  droite  on  pose  x^q — z^  on  aura  : 

J*f{x)dx  =  J*f  {x)dx  —  y*^  (g — z)dz 

0  0  iq 

—  J'?{x)dx+  J*f(q—x)dx=  y*[f(x)+ç^(g— x)]rfx. 

0  0  0 

Donc,  en  fesant  ? (x) = f(x)  +  f(g-{-x)  +  f (g  +  2x)  +  •-• 
-J-  f(n — Ig-f-^)»  lu  form.  (34)  devient  : 

f  f(x)(fc  -  f\i{q—x)  +  f(x)  +  f(2g-x)  +  f(g+x)  +  f(5g^x) 

0  0 

f(2g+x)  +  etc.  +f  («g— x)  +  f(nlM  .g +x)] 


+  f{{nq+x)dx.     (38) 


lO"*  Problème. 


m 


Transformer  l'intégrale   f  {{x)dx. 


Solut.  On  a  ,  par  (9)  : 


(24) 

0 


• 


r%x)dx-^    A*f(x)dx+    rf{x)dx; 


donc ,  à  cause  de  (24) 

m  ffi  VA  fli 

rf{x)dx=r{{^x)dx+rt(x)dx^n  (36) 

—m  0  0  0 

m  fi» 

Si    f(_x)  =  f(x)  ,  on  a  :  ff(x)dx  =  ^r{{x)dx    (36') 


m 

Si    f (_x) = —  f(a?) ,  on  a  :    rt[x)dx  =  0.    (36") 

— m 

11"*"  Probl&me. 
Transformer  ^intégrale  mulHpk 

»       Sf 

J     r  *'*  f(x»y,  ...  )dxdy  ... ,     (tf) 

0        0 

dont  les  limites  sont  assujetties  à  l'équation  de  condition  : 

k>f(x,y,  ...)>/, 
en  une  autre,  dans  laquelle  les  limites  soient  constantes. 

Solut.  Soit  P  un  facteur  qui  se  réduise  à  Tunité  lorsqu'on  a  : 

et  qui  soit  nul,  pour  les  valeurs  de  x,  y,  etc.,  qui  ne  sont  pas 
comprises  entre  A  et  /,  ou  qui  satisfont ,  à  Tune  ou  Fautre  des 
relations  : 

*>/>f(x,y, ...  ),    f(x, y,  ...)>*>/, 

il  est  clair  qu'on  pourra  multiplier  (a)  par  ce  facteur  y  et  étendre 
toutes  les  limites  des  intégrales  de  zéro  à  l'infini  ;  ce  qui  donnera  : 

(B       y 

0        0 

00  00 

=   /*    f ...  f(x,y,  ...  )dxdy  ,..  X  P.      (37'^) 

0        0 


(28) 
Remar.  La  quantité  P  se  nomme ,  d'après  Lejeune-Dorichlet , 
auteur  de  cette  transformation ,  le  facteur  de  disanUinuité»  On  en 
fait  un  grand  usage  dans  la  réduction  des  intégrales  multiples. 


lU. 


PASSAGE  DES  INTÉGRALES  INDÉFINIES,  EN  DÉFINIES, 


Problème. 


ÊtatU  donné   /*f(x)dx  =  F(x)  +  c ,  trouver   /*f(x)dx. 


a 


Salut.  1"^  cas.  F(x)  est  continu  y  pour  tout^  les  valeurs  de  x 
depuis  x=3a,  jusqu'à  x=:6. 

En  supposant  6 — a^^nda^  on  aura  : 
b 
f  {(x)dx^da\î[a)  +  f(o+da)+  f(a+  2do)  + 


...+fl[a  +  n— Irfa)]; 

dPfx) 
mais  è  cause  de  f(x)  =      .    ■ ,  cette  égalité  devient  : 

ttX 

J    ^  L    cfa  da  da 

a 

rfF(a+2da)  +  ...  +  <flF'(o+ n— Ido).     («) 
Mais  on  a  d'un  autre  côté  : 

F{a-4-<io)  =  F(a)  +  dF(a), 

F(o  +  2do)  =  F(a +da)  +  dF{a  +  da)  =  F(«)  +  dP{a) 
+  dF{a-\-da), 

TOME  1.    l'*  PART.  ' 


(26) 
F(a  +  3dfl)=F(a+2Ai)  +  rfF(a4-2dfl)=F(o)  +  dF(a)  + 
dF{a+da)  -f-  dF(a+ida); 

donc  en  général  : 
F(a+ndfl)— F(6)  =  F(a)  +  dF(o)+rfF{a  +  (fa)  + 

...  +dF(a  +  n— 1  cfa); 
par  là  (a)  devient  : 


yf(x)dx=F(6)  — F(a).     (37) 


2"*ca5.  F(x)  est  discontinu    au  point  x=a,  a  étant  compris 
entre  a  et  6. 
Soit  f  dans  ce  cas , 

D=F{a+da)  —  F{a—da);     (38) 
alors  on  aura  : 

b 

f  f(x)dx  —  F(6)  —  F(a)  —  D.     (39) 

a 

DémonsL  On  a  par  la  form.  (11) 

b  c— <^  b 

f  i[x)dx^  f  t[x)âX'\'  f  Kx)dx ; 

donc  j  à  cause  de  (37) ,  applicable  à  chacune  des  intégrales  du  2^ 

membre ,  on  a  : 
b 

rt{x)dx  =  F{a—da)—F{a)  +  F{b)—F(a^a) 

=  F(b)  —  F(a)~lF{ct  +  da)  —  F(cc  —  da)] 

=  F(6)  — F(a)  — D. 

II  faut  donc  retrancher  du  résultat  obtenu  par  la  régie  qu*im- 
plique  la  formule  (37),  la  correction  D.  Cette  correction  n*est  rien 
autre  que  Tintégrale  singulière 

D  « /*f(x)(fa.     (390 

II  y  a  donc  2  régies  pour  la  conversion  des  intégrales  indé- 
finies en  définies. 


(27) 

1**  Règle.  Si  F{x)  est  une  fonction  finie  et  continue  pour  toutes 
l6s  valeurs  de  Xy  depuis  X'^ay  jusqu'à  x^^bj  il  suffit  de  rem- 
placer,  dans  rintégrale  donnée  ^  x  successivement  par  6  et  par  a , 
etreu*ancher  le  second  résultat  du  l""'. 

3~  Règle.  Si  la  fonction  F(a:)  est  discontinue  (infinie ,  ou  indé- 
tennioée),  pour  un  point  â?=A,  situé  entre  a  et  6^  on  suivra 
(fabord  la  régie  précédente,  puis  on  retranchera  du  résultat  la 
correction 

V*  Remarque.  Si  la  fonction  F(x}  devient  discontinue  au  point 
xmÊay  on  aura  : 

rî(x)dx  =  rt{x)dx  +  A(«)<fa, 

d*où  : 

b  b  a4-<2a 

rf(x)dx  —  r{(x)dx  —  r{{x)dx 

=  F(6)  — F(a)  —  [F(a+da)— F(a)] 
=  F(6)  — F(o  +  da).    (40) 
9**  Remarque.  Si  F(ac)  devient  discontinue  au  point  a;=s6,  alors 
die  restera  continue  depuis  x  =  ay  jusqu'à  x^=^b  —  db^  il  faudra 
donc  évaluer  Tint^rale  pooposée  pour  ce  dernier  intervalle.  Pour 
cela ,  on  a  : 

h  b^dh  b 

fHx)dx  =    r{{x)dx  +   ft{x)dxy 

a  a  b—db 

d*OÙ  : 

b^-db  b  b 

f{{x)dx  —    rf{x)dx  —   rî(x)dx 

a  a  b—db 

=  F(i)  —  F(o)  —  [  F(6)  —  F(6  —  dby\ 
—  F(6— d6)  — F(o).    (41) 
3"*  Remarque.  La  valeur  de  D,  form.  (39'),  est  nulle,  lorsque 
f(a)  est  finie ,  et  dans  ce  cas  (39)  se  réduit  à  (37). 


(28) 


DiveNe*  Aiiplteattoiui. 


— 

X 

/dx 
— .«B  fe^c,  et  par  suilc  P(x)  =  Ix. 


Mais  on  a  Hpo)^ — oo  y  pour  x=»Oy  donc  F(x)  est  discontinue 
au  point  x  =  0  ,  situé  entre  les  limites  — 2  et  4  ;  il  faut  donc  ap- 
pliquer la  2^'  règle ,  savoir  : 


/ 


4 

dx 


-/(4)-/{-2)-D. 

X 


—2 

Or,  on  a  :  D= /{O +  </«)— /(O—**) 

— /(d«)  — /(_«tx) 
— /(rf«)— /((/«)— /(—l) 
— /(-l)j 

4 

donc:  y±.  -/(4)_/(_9)  +  /(_l) 

— i 

=  /(4)_[/(__2)-/(-l)] 
—2 


_/(4)_/ — -=/(4)_/(2),  valeur  réelle. 

—  1 


Si  on  avait  opéré  suivant  la  l '^  R^le  on  aurait  trouvé  le  ré- 
sultat imaginaire 

4 

dx 


/ 


^    =/(4)-/(-2). 


—2 

2"*°  Exemple.  Chercher  la  valeur  de  Fintégrale 


(29) 


/- 


3ic 

4 

sin  xdx 


l-{-cos'x 

0 

On  a  : 

/.       ,  x> dx  !L      d( ) 

<>  0  »      COS'X         0  '      cosx 


Mais  on  a  : 


/ 


—  =  arc  ta 1-  C. 

1  cos  X 

*  +  (  —  )* 
cos  x' 


On  a  donc  ici  F(x)  =  arc  ta  ( ). 

cosx 

1  5r 

Pour  x=  0 ,  on  a  F(x)  =  F(0)  =  arc  tg  — ^—  arc  tg  1  =— 

^  1 

»     x= TT —  d« ,  on  a  F(x)  =  arc  tg 


2  '  ^^  a        ^ 

cos(^ — **) 

7  1 

Pour  X  =—  +  d« ,  on  a  F(x)  =  arc  Iff ^ 


Pour  X  =5  -T- ,  on  a  F(x)=arc^flr —  =  arc  tg  ( —  ~rr  ) 

cos  -7-  ^  ^ 

4 

=— arcfflr|/27 
L'on  Toit  que  la  fonction  F(x)  passe  subitement  de  +-5-^  — •5' 


(30) 
pour  x=s^~da,  x  =  ^4-  cf^s;  il  y  a  donc  solution  de  conli- 

nuité  au  point  x  &=  3- ,  il  faut  par  conséquent  faire  le  calcul  sui- 
vant la  2^*  règle ,  ce  qui  donne  : 

4 

_!i:if*L  =  F&-F(0)-D. 
l-hcos*«        ^4"^        *  ' 

0 

=  — are  (jf  1/2  —  1- D. 

El  comme  on  a  :  D -=  F(-^  +  d«)—  F(-^—  da) 

=  — -- — -=_it   il  Vient 
2       2  ' 


fi 


8k 

4 

sinacdx         S«  ^      ,_ 

1 =  •; arC^flr|/o. 

1+  cos'x       4  ^  K  z, 

0 

résultat  positif,  comme  cela  doit  être,  car  tous  les  éléments  sont 
positifs  (ihéor.  3*).  Si  on  avait  opéré  suivant  la  l'*'  règle,  on  au- 
rait trouvé 

8» 

4 

sin  xdbc  .  .  ^-.      * 

7- -.  —  —  arc /sf  1/2  —T  ; 

1  +  C08"X  ^  r  -*       4 

0 
résultat  négatif ,  et  par  suite  absurde ,  puisque  (théor.  3*) ,  la 
fonction  sous  le  signe  /  reste  positive  depuis  x  »  0 ,  jusqu'à 
3t 


4 

fi 


3'"''  Exemple.  Chercher  la  valeur  de  Tintégrale 

0 


(31  ) 


On  a  /li^-l/(^)  +  C;doncF(«)=.i/(^«), 
devient  — oo  pour  x  ^^  a  ;  on  a  donc ,  par  la  2"*  règle  : 

oo 

_-„F(oo)-F(0)-D. 


0 

Par  la  formule  (31)  on  a  : 


oo 


yLf±_=    /lf*L.  =  F(l)-F(0)-D5 
X*— a'        ^  X*— a»  'ff 


or,  pourx—0,  on  a  F(0)=:|/(  — 2)  «  >/(—!), 

a 

.  .       ..    — *» 
»     x=a  —  oa,  on  a  F(a — da)  =  5 / rr — , 

Sa — oo 

àa 
»     x=a  +  cfa,  onaF(a+cfa)  =  i/^^-p^, 

1  1 

a 


.     x=i,ouaF(i)=.x/(-f )  =  è/(-f) 

7+«  7 

=W(i)=o,- 

On  a  donc  : 


00 


r. 

0 


\ i'(-i)+i^M)  =  o. 


Par  la  l"'  r^lc  on  aurait  trouve  le  résultat  imaginaire  : 


(32) 


/ 


00 

adx 


X' — a 


r — î'(-«)- 


IT, 


BfiGLSS  POUR  LA  DlFFÉRESTUmN  DBS  mÉfilAlES  DÉPISIES, 

PAR  RAPPORT  A  UNE  CONSTANTE. 

Chacune  des  3  quantités  a ,  6 ,  x  ^  qui  entrent  dans  la  compo- 

b 

siiion  de  Tint^rale  /  f(x)cfe  ,  peuvent  être  considérées  comme 

a 

des  fonctions  d'une  constante  r,  et  on  demande  la  dérivée  de  Tin- 
(égralc  par  rapport  à  cette  lettre.  Pour  cela  nous  distinguerons 
plusieurs  cas  : 

Va  seul  est  fonction  de  r  ; 

2*  6    »  »  » 

3°  X    »  »  » 

i""  tty  by  X,  sont  en  même  temps  des  fonctions  de  r. 

i"  Problême. 


Trouver  la  dérivée  de  j  f  (x)dx  par  rapport  à  r,  en  supposant 

a 

que  a  seul  soit  fonction  de  r. 

Solution.  Gomme  a  est  fonction  de  r,  il  suit  de  la  formule  (8), 
que  l'intégrale  proposée  est  aussi  fonction  de  r^  et  que  si  r  de- 
vient r  +  dr,  a  se  changera  en  a4-da. 


Soit  donc  ?{r)  =  j  f(x)rfx  ; 


(35) 
b 

d'où  :  y(r+dr)  ■«   /  f(x)rfx. 

donc  CD  rctrancIiaDl  : 

b  b 

^^r+dr)  —  f(r)^df(r)  c=  J* f(x>/x  -  f{(x)dx. 

Mais  on  a  aussi  : 

h  a+<2a  b 

r{(x)dx  =    f{(x)dx  +    rt{x)dx: 

a  a  a-|-<2a 

donc  ,  en  substituant  : 

a 

ou  9  à  cause  de  la  formuie  (18}, 

(/y(r)= — (a+da — a)f  [a+«  (a-f-da — a)] 
=— daf(a). 
Donc ,  en  divisant  par  dr  : 

df\x)dx 

^^' :^f^«).  (42). 

dr  dr  dr 

S"*  Problème. 


b  étant  seul  fonction  de  r ,  trouver  la  dérivée  de    1  f(x)dx 

a 
par  rapport  à  r. 

Solution.  On  a  ,  par  la  formule  (32), 

b  a 

/"f(x)/x=—    rî(x)dx; 
a  b 

d*où  9  en  différentiant  : 

TOME  7*  l'"  PART.  ti 


(54) 
df{{x)dx  df{{x)dx 


b 


dr  dr 

donc  f  en  appliquant  au  2*^  membre  la  règle  donnée  par  la  for- 
roule  (42),  on  a  : 

b 
dft{x)dx  .. 

.JL^ =f(fc).~     (43) 

dr  dr 

b 

Remarque.  Soil  ti«==    r{{x)dx,  on  a  par  les  form.  (42),  (43): 

a 

-^=-f(«,,^=f(*).     (44) 

En  effet ,  à  cause  de  (42),  on  a  : 

du        dr  r.  s        .  ,    ,,-v    rf**        rf^       Ai^x 

-T—  •  -7-  = — na)  :  et  a  cause  de  (43),  -7-  •  -—  =  iIo). 
dr        da  ^         dr        do 


o"*  Problème. 

fi[x)  renfermant  seul  la  constante  r,  ce  que  nous  indiquerons  en 

écrivant  f(x ,  r),  on  demande  la  dérivée  par  rapport  àr  de  l'inté^ 
b 

grale    f  f(r,x)dx. 


Solution.  Soil  j<r)  =  /  f(r,a:)rfx,  d'où  : 

a 

b 

y(r-{-rfr)=    r  {{r+dryX)dx, 

a 

En  développant  f(r+dr,  x)  par  le  lliéorcme  de  Taylor ,  on  a  : 

b  b 

f[r-\^dr)  =  f{(r, x]dx  +  dr  fv{r,x)dx 


«  « 


(38) 
h 

-1--^ /<"('-,  a:yx+ etc. 

a 

b 

d'où  Ton  lire ,   en  rclranchanl  f[r)  =    /  f(r,  x)dx  : 

a 

f(r  +  rfr)— ffr)         d9[r) 

dr  dr 

b  b 

=   f  r(r, x)dx  -{-EL    f  r(r,  x)(fa  +  etc. 


a 

b 


Done,  si    /  P'(r,x)dx  n'est  pas  égal  à  —,  cas  auquel  le  se- 

a 

cond  ferme  serait  indéterminé,  car  il  donnerait  dr  X  7r=="77  f  ^" 

peut  omettre  tous  les  termes  du  2^  membre ,  à  parlir  du  deuxième , 
ce  qui  conduit  à  : 


ou  , 


b 
d/f(r,i)dx  g   ^ff^^. 


/d{(r,x] 
dr 


^me  Problème. 

En   supposant  que  a,   b,   et   f(x)  dépendent  à  la  fois  de  la 
constante  r,    trouver  la  dérivée  par  rapport  à  r  de  Vintégrale 
b 

r  t  (r,  x)dx. 

a 

b 

Solution.  Soit  ti=  rt{r^x)dx;  u  sera  une  fonction  des  trois 


(36) 
variables  a,  b,  r  et  Ton  aura  : 

du        ,du.         ,du.da.,da.db 

Mais  on  a ,  par  les  formules  (45),  (44)  : 

b 

du  idr(r,x)  du 

a 

en  substituant  ecs  valeurs  dans  (0) ,  il  vient  : 


h 
d/f{r,x)dx 

a 

dr 


_r,„,)^+r,.,.,^+/i^^.<*6, 


V. 


TBANSrOUATlOlllS  lEIABQflABLES  MS  IIITÉ61IAIES  DÉIMBS. 

Les  intégrales  définies  peuvent  être  transformées  de  trois  ma* 
niëres  différentes  ;  par  l'introduction  d'une  nouvelle  variable  ;  par 
la  décomposition  de  l'intégrale  en  une  somme  de  plusieurs  autres  ; 
et  en  troisième  lieu ,  en  différentiant  et  en  int^^rant  par  rapport 
à  une  constante.  Nous  allons  donner  quelques  transformations 
remarquables  obtenues  par  ces  divers  procédés. 

V*   TRANSFORMATION. 

Cette  transformation  s'opère  lorsque  dans  l'intégrale 


/  f(fx)rfx 


on  bit  f{x)^=^z  y  d'où  X3s\jl<2)  ;  car  alors  ou  obtient  dx^\p[z)dz , 
et  à  la  place  des  limites 


(37) 
*===  J   >  les  suivantes  :  z  sa  l''  ;  donc 

a 


a  fa  fa 

Cette  formule  eontient  le  procédé  général ,  que  nous  applique- 
rons à  la  démonstration  des  théorèmes  suivants  : 

!«'  Théorème. 

a  et  c  étant  des  nmnbres  réels,  je  di$  que  Von  a  : 

OO  00 

/* .      .    a  ^     dx  i         /*  dx 

'f'+T^  J^^l^J   ^V^c  +  x]p^.     (47) 


00 


Dimmgtration.  Posons,  dans  rinlégrale   f^yz—^^dz^  («), 


0 


100  /OO 

7  répondent  y=  | 


I 

00 


et  1*011  aura  : 


tf' 


•/•x*  +  -—  —  2tf7  =  y'  (y).  En  ajoutant  4«/  =  4tf / ,  on  a  : 


7*r*+  —  -l-Sav™^'^  *^''  >  par  suite  :  vz-j —  =1/1/'+  hioci.    iS) 


a" 

z 

On  8  aussi  : 


dy  *»  (y+  —  )cfz  =5  —  (yz-f— )dj2;  donc 

ydy  •=»— (yz  -f  —  X^* )dz  ,  et  par  suite  : 

ssi^^yZ'*'  -^ylz  =  (> ^  )az  /  donc 


j/4«y4-y>        z  z  '        z' 

rft/-l>       y^y_  =27rfr;  doù  Ton  tire  dz 


(58) 


M'+vés}'-  <" 


A  cause  des  formules  (fi)  et  (s),  l'intégrale  (a)  devient  : 

0  —00 


00  00 


-  iry  f(m  +  è,/^ 


Wydy 


|/4«/+r 


•00  —00 

00  0  00 

0  — 00 

00  00 

'ZV       j 

— »  0  0 

1      /»"  i      /*'y^(y*)dy    ,    «      /*yf(y')'Jy 

0  0  0 

00 


00  y  a 

0  — 00  0 


=  ^fKy)iy- 


0 

Donc,  en  développant  le  carré  du  1"  membre  : 

co  00 

0  0 

Soit  f(y'z*4-  «^^1 2«7)=:f(y»jsH-  4-  )» 

ou  %*)=?(!/• +  2âr/), 

à  cause  de  7*z'-l-  —  — ij/»4"2«v; 

par  là  l'égalité  précédente  devient  : 


(39) 


OO  00 


f^nz^J^JL  -[dz  -  \;ff\y*-{-^'\dy^Lf,^z^+  ^v]dz. 


dx 
Soient ,    z»=x,  y'=»c,  a»=a  ,  dz  =  — =.,  on  trouve  enfin  : 


co 


/a      dx         i        /  ^^-,^ 


OO  00 


^  X  - 


i°»»   TnÉORÈME. 


a  e/  b  étant  des  nombres  réels ,  je  dis  que  l'on  a  : 


00  00 

({ax' -i.bx-\-—)dx^^   i  f(x')(/x ,     (4 

—00  — 00 

00  00 

/f (ox-  -  2y/-o  -I-  ^  )dx  =  ^  /  f(x')rfx , 

00  —00 

00  00 

/h       dx         !       /* 
f(ax'-2|/76+-.)  IF-p^y   '■<^*)^*- 

VéniOHslrat'mn.  i"  Posons  z^x\/a-\ — - — — ,  il  vient  : 

Va 


(SO) 


00  00 


—  30  —00 


<lonc  en  changeant  ;:  en  x , 


(iO) 


Cest  la  formule  (48). 


00 


2*  Si  nous  posons  dans  Tintégrale  /  f{z*)dz  , 


—  00 


X 

..          l/fr  •  dx 
on  aura  :  dz^ny^Q  .^  j .  je  plug  aux  limites 

X* 

!00  f  ® 

9  répondront  les  limites  x  =s  i     î  on  a  donc  : 

«0 


>ao 


«0 


0 

00 


Fesons  dans  la  2^  intégrale  à  droite , 


0 


»■-  '     .,,  ,  alors  les  limites  x=  <     deviennent  y  = 

et  on  aura  : 

_  l^ab*dy  b        dx  l^a^dy 

ay*      '  y       x>  |/^ 

Donc ,  rintégrale  ci-dessus  devient  : 

00  00 

/  î(z')dz  s=  |/ô     /  f[ox*—  Sk'^ +  —  ]rfx  — 

—00  0 


(41  ) 


QO 


y  Vb 

0 

GO  ® 


00 


0 

Donc,  à  cause  de  la  formule  (36')  : 

/  f(a;»)rfx|/l  /  f[ax'— 21/^06  4—7](/x. 


.00  —00 


Cesl  la  formule  (iîK). 

3"  Posons  dans  la  1"  intégrale  à  droite  de  la  formule  («), 

X  =  — — -  ,  on  trouvera ,  pour  la  valeur  de  celle  Intégrale  : 
yV^  a 

00  00 

0  0 

+  —  1  — ^,  et  alors  la  formule  (a),  donne  : 

y'  y 


00 


J  f(«')da-V"6/  f[ax'-V«6+p-]-^  '• 


— OO  Q 

donc,  à  cause  de  (560  : 

00  00 


J  t{x^)dx^V^bJ  {[ax'-l^ab-{-—'ï  ~ 


-•00  ..00 

Cest  la  formule  (30). 

TOME  T.    1'*  PABT. 


(42  ) 
Remarque.  On  déduit  aisément  des  fornnules  (48),  (49),  (50), 
les  suivantes  comme  cas  particuliers. 


00  00 


(52) 


(53). 


/*f[x»-f 2wx-fw»]rfx  =  /  r{x')dx ,     (51) 

00  00 

OO  00 

/    f[x»— w+— --]da;=  /    t(x*)dx , 

00  00 

00  * 

/m*       dx       2     # 

00  —-00 

00 

r^[{{x*—'îmx'\-m')  +  f(x'  +  2mx  +  m«)]dx 

0 

00  OO 

=  h  f  f(^')^^ = /"f(x»)dx.    (53') 

—  00  0 

Ajoutons  encore  quelques  exemples  de  transformations  usuelles 
plus  simples  y  dont  nous  aurons  besoin  dans  la  suite. 

1"  Exemple.    Transformer  en  expression  trigonométrique  Vin* 

tégrale  définie  : 

1 


/ 


y  \—x 

0 

dx 
A  cet  effet,   soit  z  =  arcsinx;  on  aura  :  dz  = 


yt—x^  ' 

Il  ÇT 

sinjr  =  x;  donc,  pour  x=  l    ,  on  t\  z=^  l    ;  donc  ,   en  subs- 

(o  (o 

(ituant ,  il  vient  : 

1  T 


=    /    sin'^zrfz. 


(530 

0 


('  45  ) 
2"*  EXEMPLE.    1  étant  la  marque  des   logarithmes  Népériens, 
transformer  l'intégrale 

1 


0 


à  fonction  logarithmique,  en  une  autre  à  fonction  exponentielle. 

1  1 

Pour    cela,   fesons   l-^^mmz,  — .  =  e*,  dx  =  — ë^^dz ;  alors 

X  '     X 


1 


pour  X  =  {    ,  on  aura  z 

0 


0 


00 


,  dx\\ — )        ^—  z       e     dz  : 

X 


0 


/\   ,/*— 1  /      /*— 1  — z 

dx(( — )        =>—  t    z       e     dz 


00 


co 


QO 


M    z       e     d^^=si    I    X       e     dx, 

0  0 

C'est  cette  traoscendante  que  L^endre  nomme  fonction  eulé- 
ricnnc  de  la  ?*•  espèce ,  ou  fonction  if^amma ,  parce  qu'il  pose 
l>our  abr^r, 
1 


0  0 

s*"  E!CENPLE.  Transformer  l'intégrale 


r(/c.).   (53'o 


/> 


xP"^dx 


}/(l—\T'"^ 


(«) 


^n  une  autre  dans  laquelle  x"  soit  réduit  à  la  V  puissance. 

Soit  x^=j3,  HT^'^^dx^dz  ,  xr=szz^  ,  les  limites  ne  changeront 
pas  ei  l'on  aura  : 


1^-3- 


1     P_i  ^ 


par  conséquent  : 

1  1 


■s 


0  0 

Legendre  nomme  la  transcendante  (oc),  fonction  eulérienne 
la  r*  espèce,  et  la  désigne  pour  abréger  par 

1 


/; 


(Z).     (53^) 


0 

Donc ,  si  Ton  pose  avec  Legendre 

1 


/x^-^dx(l-xr^=(p,g), 


0 


p  et  9  étant  des  nombres  positifs ,  on  aura ,  par  la  formule  (S! 


(£.)_i(P,i.).    (53^ 
q         n    n     n 


X 

*dx 


.— ,  dans 
Ix 

0 

qmlle  I  désigne  vn  logarithme  Népérien  y  en  une  autre  à  fond 
exiH>nentiel(e. 

Soit  x  =  e*,  dx^=^(^dzy  lx=z .  --—  = ;  alors 

'  te  « 

ri  f^ 

X  B»  <     donne  ^  =  <       ,  on  a  par  conséquent  : 

10  (— » 

X  Z  X 

/(te  f^^dz  /Vdx 

0  — 00  — oo 

Mais  on  a  : 

Euler,  dans  ses  institutions  de  calcul  différentiel,    a  déi 


(46) 
miné  la  oonslante  c,  de  manière  â  ce  que  rintégraie  puisse  être 
prise  à  partir  de  zéro^  et  il  a  trouvé 

c  -=  0,87721 8664901 .  • ,     (83^) 
Si  Ton  désigne  l'intégrale  pour  cette  valeur  de  c  pour  abréger 
par  li{x)f  on  aura  : 


X 


««'^=y^-'*+0'»772J5...+«  +  i^+ij^ 


+  etc.     (KS"») 


rdx 
J    '^' 


La  transcendante    /  -^ ,   désignée  par  /t*x ,   se  nomme  le 

0 

logarùhme  intégral  de  x. 

2""  Transformatiom. 

Les  généralités  qui  se  rapportent  à  cette  transformation  ont  déjà 
été  données ,  et  se  trouvent  consignées  dans  les  formules  (34),  (38) , 
(36),  auxquelles  nous  renvoyons  ici. 

jmo  Tramsporiiatioii. 

Cette  transformation  consiste  à  différencier  une  ou  plusieurs 
fois  de  suite  l'intégrale  proposée  par  rapport  à  une  constante  ^  puis 
àint^er  le  résultat  entre  certaines  limites.  Soit^  en  effet 

b 
tt=  /  {[x,r)dx; 

a 

en  supposant  que  a  et  6  soient  indépendants  de  la  constante  r ,  on 
aura  par  la  formule  (48). 

b 

du  /  df(x,r) 


/df(x,: 


dx. 
dr 


a 


U  se  peut  maintenant  que  cette  nouvelle  intégrale  puisse  s*ob- 


(46) 
tenir  facilement  ;  en  désignant  par  ^r)  sa  valeur^  on  aura  : 

d'où  : 

n=ff{r)df  +  C;     (54) 

et  il  n'y  aura  plus  que  la  constante  G  à  déterminer. 

Si  rintégrale  u  ne  contenait  pas  de  constante  par  rapport  à  ta- 
quelie  on  puisse  différcnlîer,  on  en  introduirait  une  h  volonté, 
puis  on  appliquerait  le  procédé  précédent.  Donnons  d'abord  un 
exemple  simple  de  cette  méthode. 

On  demande  de  transformer  l'intégrale 

1 

/arc  tgrx  dx 

0 


(a) 


En  différenliant  par  rapport  à  r,  et  considérant  que 

arc  tgaz  dz 


on  a  : 


du  C      <  ^        ^^ 


=  .     (i3) 


Maia  en  posant  x=:sinz,  dx==cosjj(iz,cûsz«rj/l— x«,  les 

limites  x  «-  )     ,  deviendront  iî  ■»  |     ,   et  par  suite  Tintégrale 

(o  (o 

(/S)  se  change  en 


/- 


(•') 


dr       J     l-|-r"sin'z 

0 

Mais  en  posant  r»  =  /3'— 1 ,  ou  /3=l/l+r%  on  a  : 

r   dz        r     dz  r     dz 

J   l+r»sin'z  ^J    1+03*— l)sm»z   '^  J  1— sin^z+/3*sin^ 


(47) 

dz 

/''z  ^     /^    cos'z      _      /^     f/(tg 

cos'z-f/S'sin'z      J  '\^\W^  ^  J     1+/3' 

X 

En  prenant  cette  intégrale  entre  les  limites  ^  =  < 

(o 
conformément  à  la  règle  de  la  formule  (37);  on  aura  : 

T 


■/ 


=  j-  il 

d'où  Ion  tire  : 


Â 


1 


...          , .    ,                        /^arc  ig  rx         rfx  i»      ,     , 

Mais  en  développant  ttr=«=    / 2_  .  —  ^   d  après  la 

0 

formule  (8) ,  on  s'assurera  que  pour  r  «»  0 ,  tous  les  termes  de  ce 
développement  disparaissent;  et  que  l'on  a  tt«=0.  Donc  l'inté- 
grale (J),  prise  entre  les  limites  r=0,  r-=r ^  sera  : 


'J~\ 


0 

on  a  donc  enfin  : 

1 


y^rctgrx  dx ^    1  ^ 

ft  0 


(48) 
Nous  allons  donner  maintenant  quelques  transformatîoBS  remar- 
quables qui  se  rapportent  à  l'espèce  de  celles  dont  itous'Hôus 
occupons  ici. 

Lemms. 

Si  la  fonction  -^^x) ,  ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  -^1 
inclusivement,  s'évanouissent  pour  x=aa,  x  s=b,  on  a  : 

y d(xV°)(x)dr  =  [—iy    r 4fi'\x)f(x)dx. 

a  a 

Démonstration.  En  effet  on  a  ,  en  intégrant  par  partie  : 

f  V''(x)(fcy("-i)(x)rfx  =  V{x)  9>("-2>(x)  —    f  ^l/\x)dxfi'^^\x)dx , 
etc.  etc.         '         ' 

y  ;/;(°-i)(x)dx/(x)rfx=^°-i)(x)y(x)  —    r  x(j^''>{x)dxf{x). 
On  en  tire,  par  substitution  : 

y*^(x>W(x)(/x  =  ;/;(xV°-^)(xH.;//(x)y<^-»)(x)  -f 

...  +  (— l)°-^»/iCn-l)(x)y(x)+(— 1)-»     f  4,^^\x)dx*^x). 

D  OÙ  : 

h  b 

y i^(x)î*»)(x)(fc  =«(— 1)°    f4/^K^)dx^fixy      (85) 


a 


^"  Théorème. 


Si  f(cos  t)  est  une  fonction  réelle  quelconque  de  cos  t .  on  a  : 


TT 


y  f(cos Ocos nt dt  =  1.3.5..   ,.2«-n /^^'K'^'>^ Osin*°f *•      (86) . 


C2n-1)  ^ 


(49  J 

Démonsiratûm.  Soit  \/^(«)  =  (l— x")^""ï;  celle  fonclion,  ainsF 
que  8es  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n — 1  inclusivement ,  disparaisf^Qt 
peur  x*>l,  x= — 1,  on  a  donc  par  la  formule  (55)  : 
1  1 

/  (i— g'f-iyW(x)<fa— (^1)»  /  l^.""ml    \fix)dx. 
Bfais  on  a ,  par  une  formule  différentielle  connue  : 


(faj^-Vl—x^f-î  i.3...(2n— 1)    .    , 

i i a.  f 1  \n— 1  .    I  .  ■■  9iri  in  arc  cos  x)  : 

par  suite,  Tégalité  précédente  devient  : 

1 


— I 


-/^ 


arc  cos  x)    ... 

?[x)dx.     (a. 


—1 

(»  /o 

Posons  X  =»  costy  alors  les  limites  x—  l     ,  deviennent  i 

de  plus  on  aura  : 

(ix  =  8iur<fc,  sin^  — (1— x')S(l— ac')  -=sin    t, 

(1 — ^x')       =sin         t; 
par  conséquent  la  relation  {a)  devient  : 

f  s\n^tdtf'^{cosî)^\*Z  ...  (2/»— I) /*f(cosOcosn/A; 
o  "  0 
doù  Ion  tire  la  formule  (56).  Cette  forumule  est  due  à  Jacobi. 

9"*  Théorème. 

a  e^  c  désignant  des  constantes  réelles,  n  un  nombre  entier 

positif,  on  a  : 

00 


f 


(57)       /*9/»)(x'+2ac)djc  = 


0 


ÎOME  7.  l'*  PÀUT. 


ou 


fl 


■  \»r    t    ...        .   a'dx   ,   «(« — t     /     ,    „,        ,   o»       di 


CD 


0 

DimCÊtstraiicn.  Si  nous  diflerentions  n  fois  de  suite  par  rapport 
a  a  la  formule  (47),  il  vient  : 

®  a»  * 

lac]dx 


do"  ""  c  t>^  dû* 


Mais  si  dans  la  formule  connue  : 


,   n(ii— IXw— 2)Cn— 5) 


1.2 


(2a>-*f  (»-*>(a>)  +  etc. , 


1 


on  pose 


doù 


on  trouve  : 


ce 


dx 


0 


'  etc. 


w 


Muis  on  n  aussi  : 


5r 


;2c/?-\x'-i- 


2«r  , 


d  où  : 


/ 


(SI) 


00 


Les  formules  (a),  (P),  et  (y)  donnent  immédiatement  la  for- 
mule cherchée  (57). 

Corollaire.    Si  dans  la   formule  (S7)  on  fait  x*:=z,   d*oii  : 

dz 
dx=a — —2 ,  si  de  plus  ton  change  a%  c",  en'a,c  et  qu'on  rem- 

place  de  nouveau  z  par  x  ^  il  vient  : 


00 


/_  «fa 
j<")(x+2l/ac)-p7^--- 

0 


00 


+ 


n(n-l)(n-2)(n~-5)    /\  a,       ^^ 


0 

+  etc.] 

S'"^  Théorème. 

a  ef  c  étant  des  constantes  réelles,  n  un  nombre  entier  positif , 

on  a  : 


oo 


(59)   /"?W(x'+  2ac)rfx  = 


00  00 


(52) 

0 

+  etc. 
Démonstration.  Si  nous  différentions  Téquation 

«  CD 

'o  ^0 

n  fois  de  suite  par  rapport  à  c ,  nous  avons  ; 

de"  c/  ^ï 

0  0 

Mais  à  cause  des  formules  différentielles 

<rt<;.f(c*)]  <r%')         <f>-'f(c*) 

de-       ""**     de-    "*"**    dfn-»    ' 

on  a  : 

-1-^—=  (2c]»clf  (•)(€•)  +l^^f(-«(c«) 

(,4.iy     iXn-2) 

Soit  f(c')  =  f{eV+4),  d'où  f*)(c'H(x*)'f»>(cV+-2l), 
on  aura  :     (/3, 


•     i .  ,2r/  "^      ^        ^       ^i' 


(83) 

Comme  on  a  aussi  :     J!j(^+^2Û.^  (2a)"y(°)(^*+2ac) ,      (v) 

i  on  voit  que  les  formules  (y)^  (/3,  et  («)  conduisent  a  la  relation 
cherchée  (59). 

CoroUaire.  Posons  dans (89),  x*=z,a*—tï,c*««c,  puis  rem- 
plaçons de  nouveau  s  par  x,  il  viendra  : 


00 


(60) 


/*  dx 

'Vx 


as 


,^nMA'-<-*îi;|-+ 


CD 


4»*  TlTÉOftÉME. 

a  e^  c  étant  des  consiantes  réMen^  n  un  nombre  etUier  positifs 

on  a  : 


0 


0 

00 


n{n — 1)     /^*,    ,,^      ^  ^ (/x 


(54) 


Démonstration.  En  différenliant  la  formule  (47)^  n  fois  de  suite 
par  rapport  à  a,  il  vient  : 

t/  do"  ^Vc  J  dô'^ 

0  0 

Mais  si  dans  la  formule  différentielic  connue 

^   (n4-l)n(n-<)(n-2)   P-'HV^â)      ^^^ 


(«) 


2-4  (k-ô)"^        ""'-1  • 

on  fait  : 

il  vient  : 

do"  *o''L  *"^Koc 

.    (»+<)n(n-l)(n-2)  _,.^_  .  ,.  ^  "l       ^ 

+ 2.4^21/ J^). f^"^="+V««)+clc.J.     (/î 

Comme  on  a  aussi  : 

—3? -^-f^^^+T).    « 

Ton  voit  que  la  combinaison  des  formules  («),  (/S,  (y),  conduit 
à  (61). 

Corollaire.  Si  dans  la  formule  (61)  on   pose  x^az*,  a^a^, 
€  «-  c*^  et  qu'on  remplace  z  par  x ,  il  vient  : 


(62)/,<»)(c'x-+£.) 


o* .  rfx 


(88) 


(n+lK»— *)(«— 


^LJI   /  ^»-»){x»+2ac)d*  4-  etc.  1 


5""  Théorème. 

■ 

a  c/  e  étonf  (ie«  con«<anto5  réelles,  n  tcM  nombre  entier  positif, 

on  a  : 


(63)    r  a:V»{cx+-i)-^= 


0 

■  «0 


^(^)'[/V-(x+v^>^_- 


00 


(n4-l)n      /7_,w       ,.   ,_    rfx    , 


CD 


0 

Démonstration.  En  difTcrentiani  (47)  n  fois  de  suite  par  rap- 
port à  c,  on  a  : 

Or  <> 

Mais  à  cause  des  formules  différentielles  eonnues  : 


(56) 


,   fn+1)«(n— 0(n— 2)  fi»-»)yc)        .    -^ 
-+-• .  .  I.    ., >■    ■     ■  etc.  I, 

il  vient  : 

"^  STi ' = tic.   . 

Or,  en  posant 

f(K7)=y(x+2v^.k7),  d'où  f(p)(^^)=(s^/7)pyfpH•^+2|/^^)> 

la  formule  précç4en(e  donne  : 

^^^ .^  1= .  -Lr?^"'(x+ 2»^) 

de"  ~^  c  '      |/  c  ^ 

(n4-i)n 


comme  d'ailleurs  on  a  r 

^ ^X-^CX  +  -),       (y), 

Foo  voit  que  la  combtoaisan  des  formules  (a),  {p,  (y),  conduit  à 
h  formule  (6S). 

CarMaire  x,  a^  Cy  en  x%  oTy  c\  la  formule  (65)|  devient  : 


(e4)/x»f,(-)(c.x'+^>ix 


î 


OO 

•  'Y  •      ■■'■■  ^^  '  • 


I^Uac)  ^ 


y*;<«-«,(x»-f  îoc)<fe'4-  etc.  1. 


Bemarqtie.  L'on  s'aperçoit  aisément ,  que  :  1  •  les  foro^ules  (57) 
et  (62);  f  les  formules  (58)  et  61  ;  3*  (59)  et(^);  JiP  (^)  et  (63) 
soDi  réciproques  Tune  de  Tautre»  JDe  ces  huit  formules ,  lés  quatre 
(%  (60)^(61],  (63)  sont  seules  distiàcies ,  dont  la  3^  est  la  ré- 
ciproque de  la  1'*,  et  la  4*  la  réciproque  de  la  H*** 


IfR. 


iimm  DO  SIGSB  D'iSTÉGRATION  DANS  LES  MRAIES  DOUBLES , 

A  LIMITES  CONSTATES, 

Noos  distinguerons  deux  cas  :  i*"  le  cas  de  continuité ,  celui  où 
la  fonelioQ  f(Xyy)  reste  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x^ 
depuis  xaaa^  jusqu'à  x»-6 y  limites  de  Tintégrale  relative  à  x^ 
et  pour  toutes  les  valeurs  de  y=a,  jusqu^à  y=i^;  limites  de  Tin- 
têgraiion  par  rapport  à  y;  S"*  le  cas  de  diêcmtinuité ,  celui  où  la 

I(MIE  7.    l"  PART.  « 


[  ^^  ) 

fonction  f(x,  y)  pour  les  valeurs  x=c,  y=^c,  comprises  entre 
leurs  limites  respectives  (intégration  ,  devient  infinie ,  ou  indé- 
terminée» 

Cas   4e    Continuité. 


!•'  Théorème. 

a  ef  b  étant  les  limites  de  l'intégration  par  rapport  à  Xy  ce  et 
0  celles  de  l'intégrale  relative  à  y,  si  la  fonction  f  (x  ,y),  ne  devient 
infinie  ni  indéterminée  ,  pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre 
a  et  b  ,  ni  pour  aucune  valeur  de  y,  depuis  y==tf ,  jusqu'à  y  «-«/S, 
on  pourra  intervertir  l'ordre  d'intégration  ,  et  l'on  aura  : 

P  h  ^  P 

fdyf{{x,y)dx  '-fdxft(x,y)dy.      (65)  ^ 

ec  a  a  Cl 

Démonstration.  En  eiïet ,  la  fonction  f(x,j/),  étant  continue  par 
rapport  à  « ,  on  aura ,  en  vertu  de  la  formule  (8),  et  en  regardant 
y  comme  constant  : 
b 

y"f(x.y)(far  —  da[f(a,î/)  +  f(a-f-Ai,  y)  + ...  fa  +  iT^lda,  y)]. 


a 


Multiplions  par  dy,  el  intégrons  entre  les  limites  et  et  p,  on  a  : 
p        b  fi  fi 

fdyft{x,y)dx='da[fî{a,  y)dy  +J^{(a-^da,y)dy-{. 


et 


...  +J^f(a'\-n  —  ida,y)dy]. 

.a 

Mais  comme  la  fonction  {{x,y)  demeure  continue  pour  les  va- 
leurs  de  y  prises  entre  ce  el  fi^  on  pourra  développer  par  la  même 
formule  (8),  chacune  des  intégrales  du  second  membre  ;  en  écri- 
vant chacun  de  ces  développements,  où  Ton  suppose 

dans  une  mcmc  colonne  verticale ,  on  a  t 


(59) 


;     ^ 


1^ /f(«,y)(fe«<W«[f<rt,a)4-f(a+da,a)+  eic.+f{a^n—l  da,  a) 


f(a,^rf«)4-f(a+da,«4-^)+  eic  -f  f(a4-n — idaya-^-da) 


+  f(a+n — 1  da,aj^  w— 1  (/a)] 
Cl       £d  second  lieu,  la  formule  (8),  appliquée  d'abord  à  Tintégra- 
l'm  relative  à  y,  nous  donne  : 

m 

doù  Ton  tire  : 


f^f^{^,y)ày 


vu  W 

tj'y   f(x,tf)dic-f  i i{x^a'\'da)dX'\'    ...  +  f  i{x,a+'m^dd)dx  ] 


^  -i 


kda  [  f(a,«)  +  f(a.«-J-ix)  +  etc.  +  f(a,tf  +  m— 1  rf«)  -f 


li(a+  n  - 1  da,a)4-f(a+n— 1  da,a:+rf«)4-  etc. 


+  f(a-}-  n  —1  da,  <«+  fw — 1  da)  \ 
En  comparant  les  seconds  membres  des  formules  (a)  et  (/3), 
ron  s'apercevra  qu'ils  ne  diffèreuc  que  par  l'arrangement  de  leurs 
termes ,  savoir  que  ks  termes  placés  verticalement  dans  Tune  de 
oes  formules ,  le  sont  horizontalement  dans  l'autre  ;  donc  ^  en  éga- 
lant les  premiers  membres  de  ces  formules ,  on  a  la  relation  cher- 
ebée(6S). 

Bemarque.  Nous  verrons  dans  le  2**  livre  de  cet  ouvrage  Vusage 
que  Ton  fait  de  cette  relation  dans  la  recherche  des  valeurs  des 
int^frales  définies  ;  pour  en  donner  une  idée  dès  à-présent ,  soit  : 


oo 


J'e-^'dt^k, 


(ôtt) 

et  cherchons  à  déterminer  k. 

Pour  cela,  soit  esmyx!*;  cToii  /— »3^/^,  dt-^^dx^  ?  y  est 
ici  considéré  comme  une  constante;  les  limites  de  Tintégrale  ne 
changeront  pas ,  et  Ton  a  : 


CD  00 


J^^^dt  =y  V^.e-y»'dx  =.  k; 


0 


d'où  :       /  e-y*Vx—  — ;=; 


par  suite  :      e-^dy    I   er^^  ax  —  ■     ^- ,  et 


ke^^dy 


00  00  00 

0  0  0 


c-y. 


Mais  puisque  c^  est  constant  quand  x  varie  seul ,  on  a  : 

00  00  00  00  00  00 

ftr^dy  Çe-^^dz^Cdy  Ç ^r^  ir^^dx=  Çdy  Ç îr^^^^^'^dx. 

0  0  0         0  0         0 

Si  nous  intervertissons  Tordre  dans  cette  dernière  intégrale 
double  J  il  vient  ; 

OD  4Q  00  00 

Ce-Hy  J'e-r^'dx  «    fdxfe-^^^^'^dx. 

0  0  0  0 

Mais  on  a  : 


00 


0 

00  00  00 

donc  :     /  tr^dy    /  e-'^^dx  mm  f  ■        ^»  —  , 


(M  ) 

ou     k 


0 

Mais  si  nous  posons  y»^%  les  limites  de  llntégrale  ne  chau' 
geront  pas  ;  et  You  aura  : 

flO  co  oa 

0  0  0 

donc  réquation  précédente  devient  : 

2*»  =  y,     d'où:     k  =  hV^^; 
on  a  y  par  suite  : 


oo 


ye-»'dr  =  l|/^. 


0 


Cas  4e  Dtscontinuttë. 

S"^  T0ÉORÊME. 

5î  /a  fonction  f (x ,  y)  devient  infinie ,  ou  indéterminée  pour  ta 
valeur  x = c ,  ampriêe  entre  eieth^  et  pour  une  certaine  valeur  de 
y  sUuée  entre  a  et  fi  y  et  que  Von  intégre  ((x,  y)  dxdy ,  d'aÔord  par 
rapport  à  \j  et  ensuite  par  rapport  à  y,  je  dis  :  l""  qu'il  ne  sera 
plus  permis  dHntervertir  Vordre  des  intégrations ,  et  S"*  qu'en  l'in- 
tervertissant, il  faut,  pour  rétablir  l'égalité,  ajouter  au  résultat 
obienu,  la  correction  y  ou  l'intégrale  singulière  : 

p  c+(2c 

à'^fdyj^f(x,y)dx.     (66) 

a  c — de 

DémùnstratUm.  1*  Si  pour  la  valeur  x^=^c,  comprise  entre  a  et 
b,  et  la  valeur  donnée  da  y,  la  fonction  {{x,y)  cesse  d^étre  finie  et 
déterminée;  il  y  aura  au  moins  un  terme  dans  les  seconds  mem* 


(62) 

brcs  de  {a)  et  {fi)  qui  deviendra  iiiGni  ou  indéterminé,  dès-lors  on 
ne  pourra  plus  conclure  quils  sont  égaux,  comme  cela  est  requis 
pour  justifier  Tinversion. 

2*  Gomme  la  fonction  r(x^!^)  est  discontinue  pour  x=sc  ^  on  a , 
par  les  formules  (39),  (3{K) , 

b  e+dc 

yf(X;y)dx  =  F(6,y)  — F(a,y)  -fî{x,y)iy; 

a  c — de 

donc,  en  multipliant  par  dy,  et  en  intégrant  entre  <c  et  /3,  il  vient: 

fi  b  p 

{*)    f  iy  f  f(x,y)dr  -  f  dy  [Fib,y) -  F(a,y) ] 

a  a  a 

P  c+de 

Mais  dans  le  cas  de  continuité  on  a  : 

p         b  b  p 

donc ,  dans  le  cas  de  discontinuité ,  il  faudra  remplacer  le  1  *' 
membre  par  sa  valeur  (a),  et  Ton  aura  : 

p  p  c-\-dc 

fdy  [  F(6,y)  -  F(a,y)  ]  -f  dy  f  î[x,y)dx 

«  a  e — de 

b  p 


==y    rfx  Jt(x,y)dy; 


a  a 

d  OÙ  : 

p  b  p 


fdylF[b,y)-F{a,y)]=.fdxf{{x,y)dy  +  ^. 


«  a  « 

Donc,  à  cause  de  (37)  : 

P  b  b  p 


f  dy  f  f(x,  y)dx  =f  dx  f  {{x,y)dij  +  A  ,      (67) 


(03) 
1=  /  (ly   ff(.x,y)dx, 

a  c—dc 

1'*  Ktmarqm.  Si  la  fonction  r(x^2/)  devenait  discontinue  ,  non- 
seulement  pour  xe=c,  mais  encore  pour  plusieurs  autres  valeurs 
de  X  comprises  entre  a  et  6 ,  il  faudrait  ajouter  au  2^  membre  de 
(67)  une  correction ,  semblable  à  A  y  pour  chacune  de  ces 
valeurs. 

2~  Remarque.  Pour  déterminer  la  correction  A  >  i'  f^ut  recou- 
rir à  Imtégrale  indéfinie  de  f(x,y)(ix;  soit 

yf(x,y)rfx  =  F(x,y)  +  C; 
on  aura  ,  par  la  formule  (37)  : 

e-\'dc 

J   ^^, y) ày  ==  F(c  —  (k, y)  _ F(c— de,  y). 


e — de 


d'où  : 


à=fdylF{c  +  dc,  y)-F(c-dc,y)l  (68) 
^ 
3"^*  Remarque.  On  a  supposé ^  dans  le  théorème  précédent, 
que  fj[x,y)  devenait  discontinue^  pour  une  valeur  de  x,  comprise 
entre  a  et  6,  et  une  certaine  valeur  de  y  située  entre  a  ci  P; 
mais  il  arrive  fréquemment  que  cette  discontinuité  a  lieu  à  Tune 
des  limites  ;  dans  ce  cas  la  correction  A  subit  une  modification , 
que  je  vais  indiquer. 

l^ 

f(x,y)  devient  discontinu  pour  x=a,  et  une  certaine  valeur  de  y 

comprise  entre  et  et  /S. 

Dans  le  cas  où  f(x,y)  est  continu  ^  on  a  : 

fi  h  b  fi 

S  ^^  fK^.y)d^^fdx  ff[x,y]dy  , 

«  a  a  a. 


(64) 

formule  qui  ^  alors  ^  en  vertu  de  (l(K),  peut  être  remplacée  par  la 
suivante  : 

^  h  h  IL 

Mais  si  la  fonctioa  f{x,y)  est  discoutioue  en  a,  on  trouve,  par 
la  formule  (40) , 

P  b  ?  h  p  a+da 

f  ^y  fK^,y)dx^f  dy  ft(x,y)ix  ~f  ify  J^t(x,y)dx. 

«  a-f-<2a  «  a  an 

Il  faut  donc ,  dans  le  cas  de  discontinuité  dont  il  s*agit ,  rem- 
placer le  i'''  membre  de  («^  par  cette  dernière  valeur ,  et  alors  on 
trouve ,  en  transposant  : 

p  b  h  p 

J^dy  J^{(x,y)ix^J*dxJ^f{x,y)dtf+A,     (69) 

a  a  a  a 

p  a+da 

\^  f  dy  fv,x,y)dx,      (70) 

a  a 

p 

'^fdyl¥[a-\-da,y)-(a,y)l     (71) 


2*. 


f(x,y)  devient  discontinu  pmir  \z=h,  et  une  certaine  valeur  de  y, 

comprise  entre  a  et  />. 

On  a  d'abord,  en  supposant  f;^x,y)  continu  , 

f  dy  y  f(x,ï)dx=»y"  dx  J^t(x,y)dy, 

a  a  a 

où;  en  vertu  de  la  formule  [\0')  : 

p  h'-db  b  p 

J  dy  y  f(x,y)rfx  =  f  dx  ff{x,y)dy.      [a) 


(65) 

Ha»  à  oause  de  la  formule  (41),  on  a  ^  pour  le  cas  de  discon-* 
(inuité  qui  nous  occupe  : 


1» 


6— dft 


P 


fà^fHxyy)d»^féy  f  K^,y)dx --^  J^  iy  J^fix^yjdx. 

B  faudra  donc  mettre  eetie  valeur  à  ta  place  du  1'^  membre  de 
(^;  et  alors  on  obtient ,  en  transposant  : 

fdyf  Kxyy)ix  =  y  cfx  f([x,y)iy  +  A  ,     (72) 


a 


!L  -  f  ^  f  Kr,yW,  '  (73) 


<c  h—dh 


a 

Ces  cas  de  discontinuité  lie  sont  pas  les  seuls  qui  peuvent  se 
présenter,  car  la  fonction  f^sr^jf)  peut  àdiAettre  une  solution  de 
eonlinuité  dans  les  circonstances  suivantes  : 

1*  pour  x—c ,  situé  entre  a  et  6,  et  y*^^ ,  situé  entre  ceci  fi; 

2'  pour  x  =  a , 

3*  pour  x  =  6, 

*•  pour  X  =  c , 

!i*  pour  x=c , 

6*  pour  x«»a  » 

5"  pour  X  =  6 , 

8'  pour  x=a , 

9*  pourx=6, 

D  n'entre  pas  dans  le  plan  de  cet  ouvrage  de  donner  le  de- 
toil  complet  de  ces  cas;  les  formules  que  nous  avons  données 
poor les  trois  premiers  cas,  suffisent  en  grande  partie,  et  indi- 
<PWDl  la  marche  à  suivre  pour  calculer  les  formules  qui  se  rap- 
F*rteni  aux  autres;  on  pourra,  au  reste,  consulter  sur  cet  objet, 
un  Mémoire  de  M.  Cauchy,  Savants  étrangers^  lom.  I,  pag.  619 , 
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.     .    et    . 

.     .   y^e; 

.     .    et     . 

.     .  y  =e; 

.     .     et     . 

.     .  y  — a; 

.     .     et     . 

.    .y  =  /5; 

.     .    et    . 

•    -y-^^; 

.     .     et     . 

.     .  i/«-^; 

.     .     et     . 

.    .  y— fi; 

.     .     et    . 

.    .  y— /3. 

(56) 


1— i 


~      l.î       de»  de»-*     ~ 

de-    ~2-L(j/-^»  2       Vc)°+' 

,    fn+l)ti(n— 1)(n— 2)  lT»-«)yc)        .    t 

-jr i  ,  ■■>    >j ^ ■    ■  -^ etc.    , 

il  vient  : 


•  I  •  -  '  •  f      -    i  •  I    I      I    ri  b  '  fi 

"■  5T  * = lie.  . 

Or,  en  posant 

f{i/7)=,(x+2l/ï.k7),  d'où  fO'){V^)=(S|/ï')P5,(p)(x-{-2|/OT), 
la  formule  préecdentç  donne  : 


de»  ^  c  '       y~^ 


c 

(n+l)n 


2il/^) 


-/«-»(«-|-2|/^)  + 


(87) 
comme  d'ailleurs  on  a  r 

— x^}(^icx  +  ^),      (y). 

Ton  voit  que  la  combinaison  des  formules  (a),  (fi,  (y),  conduit  à 
la  formule  (62). 

Corollaire  x,  a^  c,  en  x',  a%  c%  la  formule  (63\  devient  : 


(64)/x^,(»)(c.x'+^)«fa 


OO 


(fi+lV» 


y*f^*K«'+2ac)ife  +  etc.  1. 


Remarqtie.  L'on  s'aperçoit  aisément ^  que  :  !•  les  formules  (57) 
Cl  (62)  ;  ^  les  formules  (58)  et  61  ;  3*  (59)  et  (64);  4^  (60)  et  (63) 
$ODt  réciproques  Tune  de  l'autre»  be  ces  huit  formules ,  les  quatre 
($8),  (60),  (61),  (63)  sont  seules  distiùcles ,  dont  la  3^  est  la  ré- 
ciproque de  la  1'%  et  la  4*  la  réciproque  de  la  ï**. 


VI. 


nriBsio3i  DU  mm  mmmm  mi  m  Mmm  doubles  , 

A  LIMITES  CONSTAMTBS. 

Nous  distinguerons  deux  cas  :  1"*  le  cas  de  amiinuiléf  celui  où 
la  fonction  t(x,y)  reste  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x, 
depuis  xs^a^  jusqu'à  x^^b,  limites  de  l'intégrale  relative  à  x, 
et  pour  toutes  les  valeurs  de  y=a,  jusqu'à  y^^^P,  limites  de  Tin- 
légration  par  rapport  à  y;  2*  le  cas  de  diicontinuité ^  celui  où  la 
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(68) 

ciïet ,  u  une  fonction  de  x  ,  cl  y ,  on  aura ,  pour  la  dilTcrentiëlle 
de  F(«)  : 

dF(t<) 


du 


^— [^]è-+[^]^-*- 


dF(tt)      „,     \-dF{u)-\du 


,.  .     r  dF(u) -]  du 


du 

Y  d¥[u)  -^  du 
— - —  J-T—  «=»%(«, y)  ;  cette  même  diltérentielie  deviendra  : 

«K«)rfw  —  t(«,»)*e  +  %(«»y)<%  >    (7») 
et  l'on  aura  : 

Kx,î,)=K«)-~,x(x,y)='K«>-^.    (78') 

DilTérentions  la  1'*  par  rapport  à  y,  et  la  V*  par  rapport  à  x^ 
on  aura  : 

-^=  ^W-5^  +'/'(«)^  •  ^-f(-.y)  J 

par  suite  : 

Remplaçons  ({x^y),  par  ees    valeurs  dans   l'intégrale   double 

f        * 
1^1  '(*>y)rf^  ;  op  aura ,  dans  le  cas  de  continuité  : 

«  a 

/9  ft  i  ^ 


r^^.dx^fàx-    p 


ou , 


fdy[x(b,y)-x{«.y)'ï  "fax  [KM)-,(x,«)]  ;      (77) 

«  a 

et  dans  le  cas  de  discontinuité,  en  vertu  de  (fiS) , 


(6S) 

«  a  .. 

A  =y*dy  [X(c-Hc,»l  -  X(c-ic,y)  ].     (78') 

J?xcf»,rfe.  Soient  y(«,y)—j^=^,  x(x,y)=^^^,  on  a  : 
«=— l,/3=s+l,  a«— 1,  6—4-1,  d'où: 

—1  —1  —1 

donc    %  =—  « + 2«« 

S"*  /{etnarçue.  Les  formules  (78)  et  (78')  prennent  une  forme 
très-simple  lorsqu^on  pose  : 

ti  — a;  +  y»/^(,  î^(u)=;/^(«+ »^^^). 
Alors  on  a,  par  (7^0  * 

f{x,y)  -  ^{x+yKlIÏ  )  ^"^~^^  «^/^x+yK^^Î  ), 
d'où  l'on  tire  : 

x(b,y)^  V^i  <^(6+î/K +T)  ,idfl,y)^y^  ^«+y)K=i  ); 

par  là  les  formates  (78),  (78']  deviennent  : 

/» 

—  y(/x[.^(x+/3^/:zî)_;/;(af+«I/:z^)]+^^  ^79) 


(70) 
/» 

Nous  avons  supposé  que  la  discontinuité  de  la  fonction  4^  avait 
lieu  au  point  x=c^  y— e,  e  étant  compris  entre  a  et  /3;  donc  , 
pour  simplifier  l'expression  [7V) ,  posons 

^  y — e 

y  =  e+z*dCj  ou  j3= — ; — : 

de 

e 


:oo 


alors  les  limites  î/=  |   ,  deviennent  :  r  =  | 

de 

et  Ion  aura  : 

rfc.rfz  [^/'[c+rfc  +  (e+zdc)^'  —1  ] 

■  ■     '   • 
de 

—  -4^  [c—dc  +  {e+zilcy^  1  j. 
buit 

X — c — tv  —  i 

01)  aura  : 
;/^[r  +  (/c+(e  +  rrfc)l^^] 

e[c+</c+(e+rcfc)t/^]        e  [c+<V^} 

;i^[c—  cfc-f  (e  +  zdc)  |/ — 1  ] 

e[c— (/c+Çe+jgçfcy^l  _^  eEc+eV^^^l] 

d'où  : 


00 


7    L  i+--'^-<     '---i^-i  J 


30 


{71  ) 


oo 


_    r,    29(e+.t^-l  ) 


— oo 

OO 


iv^/: 


—  00 


Mais     / =  arc  Ur  r+c  , 

-^=arc  ig(Qo)— arctg(— oo)=2arclgQO  =  2X^=^; 

—00 

donc 

De  la  relation  (a)  on  déduit  ; 

e(x)  =  ^  (x)  X(x— c— e  i^^  )  ; 

donc  ,  pour  x  «»  c+rfc -f-  c^^ — *  ?  ^^^^^  dernière  équation  donne  : 
e(c4-  (/c+e(»^^  )  =  ♦  (c  +  e  l/^  +  tfc).rfc.     (v) 
Soit  o=*(c+el^^  +  dc).cfc;      (81) 

la  formule  (/)  devient  : 

e(c  +  dc+ck'^=o,     ou 

e^c  +  c|/^l)  =  0; 
par  conséquent  (/3)  devient  : 

A  =  2toI/=Î.     (81) 
De  la  relation  (a:)  on  lire  : 

or,  pour  x  =  c-f-e|^ — 1  ,  le  second  membre  se  réduit  à  zéro  ? 
par  conséquent  x^=^c  -f-  e|/ — 1  ,  est  une  racine  de  l'équation 

--L.-0;      (8i) 

la  partie  réelle  c  de  cette  racine  est  comprise  entre  a  et  6  ,  et  le 


(7Î) 

coefficient  e  de  1^ — i  ,  est  entre  a  et  P;  de  plus ,  ce  coefficient  est 
supposé  positif. 

Reprenons  Péquation  (81) 


de 

et  supposons  I"*  eas«,  la  limite  tnfërieure  deviendra  zéro,  et 
Ton  aura  : 


-^c^-i)  _^ 


0 

2"  Soit  «=5/9,  i«  limite  supérieure  deviendra  zéro,  et  Ton 
aura  : 

y—    A     e(c  +  e|/-l)_    ^-- 


dz 

1+z' 


'GO 


D*où  Ton  voit,  que  si  la  valeur  e  de  if,  pour  laquelle  la  fonc^ 
tion  t  devient  discontinue,  coïncide  avec  Tune  des  limites  a  on  fi, 
la  correction  A  ^^  réduit  à  sa  moitié. 

II  faut  encore  observer  que  si  Téqualion  =0  avait  plu- 

sieurs  racines 

XisnC'\-eV^ — 1 ,  x4s=aCi+e,l^ — 1,  etc. 
dont  les  parties  réelles  seraient  comprises  entre  a  et  6 ,  et  les  coef- 
ficients, supposés  positifs  ,  de  {/ — 1  ,  comprises  entre  a  ei  fi,  il 
faudrait  écrire  : 

A«=»2«(e-f-6.+  elc.)l^^,    (83) 

o.=*(c.+e.|/_l+(fc.)-dc.,    (  ^* 

etc. 

6*"  Remarque.  De  la  formule  (79)  on  tire ,  en  transposant  : 


(73) 


(85)  fix  [*  («+/Î  \C^)  —  *  (x+«K!— <  )1 


a 


Si  on  fait  ici  a  =—  oo ,  6  =+  oo,  /i«a:0,/9  —  oo,  on  a: 

y  dx  [^  (X + «  j<=î  ) — #(x)] 


.00 


0  , 

Or,  en  admettant  qee  la  fonction  #  soit  telle  qu'on  ait 

♦(a+yl'^^)»»©^  pour  ymidD, 

*{x  +  y|/ — 1)=0,  poura=d:oO; 
la  relation  précédente  deviendra  : 

CD 

yf(x)dx  =  A,      (88) 


—  OD 


e=^(c+  <fc4-«K— 1  )*  , 

etc. 

7*^  /{emarftie.  Supposons  que  la  fonction  ^  se  présente  sous 
la  forme  fractionnaire 


alors  la  formule  (8tt)  se  modifiera  un  peu . 
En  effet ,  pour 

x,s=5c  +  e|/— T,  Xa=sc, +  Ci|/ — 1  ,  etCr, 


on  a =0 ,  et  par  suite  F(x)œO;  d'où  Ton  voit  que  x, ,  x, , 

etc.,  sont  les  racines  de  cette  dernière  équation,  dans  laquelle  les 
coefficients  de  |/ — 1  sont  supposés  positifs.  Ensuite  comme  on  a  : 
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(74) 

f(c+dc  +  eV^^) f  (c  +el/^  ) 

~  F(c4-(/c+el/^)  ~  F(c+e|/^^)  + de  F'(c 4-61/111) 
f  (c+e  1/II7  )  f(a;.) 


Ton  aura  : 

8=r^(c-f-jfc-{-e|/ 1  )(fc  = 


P(I.)  ' 


6.=if(c,H-rfc,+  fiJ/ — 1  )<ic'  = 


f(x,) 


F(x,) 
etc., 

r.t  par  suite  les  relations  (85)  deviennent  : 


00 


/1 


■^=^'L-F>ô+F>ô+^'*'-J»/-i;   (87) 

x,,  X,,  etc.  sont  les  racines  de  l'équation 

F(a:)«0, 

dans  lesquelles  les  coefficients  de  y — 1  sont  positifs.  Si  parmi  les 
racines  Xt,  xs ,  etc.,  il  y  en  avait  de  réelles,  comme  alors  le  cëef- 
ficient  de  leur  partie  imaginaire  est  nul ,  ce  coefficient  coïncidera 
avec  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  relative  à  y,  et  la  correction 
correspondante  devra  se  réduire  à  moitié. 

{•'Exemple.  Soit  -^4-  ■=  rr-^î  donc  l'équation  F(x)=0, 

r  (x)         1  -|-x' 


devient  l+x'=0  ,  et  l'on  a  :  x,=4"*^ — *  >  ^r,  —  —  |/ — 1  ; 
comme  le  coefficient  de  K — 1 ,  doit  être  positif,  on  rejette  la  se- 
conde de  ces  racines;  de  plus,  F(x,)=2x,  donne  F'(x,)=2l^i^; 
on  a  donc  : 


00 


/ 


— » 


f(x)         „    rf(|/Zl)-i 


«^^   q^=2.[i^]|/_l=.f(K-l).     (88) 


(75) 

2-  Exemple.    Soit       -^^  «  -^.     Lequation  ¥[x)=0  , 

F(x)         1— X' 

devient  1  —  x'=iO,  doù  x,««= — 1  , 

comme  ces  racines  sont  réelles^  les  corrections  correspondantes 
doivent  se  réduire  à  moitié;  de  plus  on  a  :  P(x)  =~2x;  donc  : 

F(xO=+2,  F(xO=-2, 
on  a  par  conséquent  : 


00 


f-âr''=^'[i'^-^''m^' ■ 


.00 


=  j[f(-i)-f(+l)]V~l.     (89) 

La  théorie  de  Tinversion  des  intégrales  doubles  dans  le  cas  de 
discontinuité^  et  par  suite  celle  des  intégrailes  singulières,  sont 
entièrement  dues  à  M.  Cauchy,  qui  a  publié  ses  premières  recher- 
ches,  sur  cet  important  sujet,  dans  le  tom.  V*  des  Savants  étran- 
gers^ 1827.  On  peut  encore  consulter  sur  cette  matière  les  écrits 
suivants  du  même  auteur  : 

Leçons  sur  le  calcul  infinitésimal ,  1823,  25"  et  34°  leçon. 

Exercices  de  Mathématiques ,  1826^  p.  85* 
Mémoire  stur  les  Intégrales  définies ,  prises  entre  des  limites  ima- 
ginaires,  année  1825. 

Exercices  d'analyse,  année  1841 ,  page  358. 
Bulletin  de  la  Société  philomatique ,  année  1822. 


TII< 


DES  INTÉGRALES  DODBLES  A  LIMTES  VARIABLES. 


^ 


Soit  rintégrale  double  j    dx   j  {{x,y)dy  y  dans  lequel  a  et  fi 

a  oc 

sont  supposés  être  des  fonctions  de  x ,  il  est  clair  qu*il  faudra 


(76) 

d*abord  déterminer  la  valeur  de  Tiiitégrale  f((x,y)dyj  qui  sera 

évidemment  une  fonction  de  x^  telle  que  F(x),  puis   int^rer 
b 

1  ¥{x)ix.  Dans  ce  cas ,  il  n'est  plus  permis  d'intervertir  Tordre 

a 

des  intégrations.  Si  donc  on  veut  maintenir  aux  intégrales  doubles 
à  limites  variables  Tavantage  de  Tinversion ,  il  faut  préalablement 
les  soumettre  à  des  transformations  y  dont  le  but  est  de  changer  les 
limites  variables  en  limites  constantes.  Les  problèmes  suivants  ont 
pour  objet  ces  sortes  de  transformations. 

1*'  Problème. 

a  et  fi  étant  des  fonctions  de  x  ,  faire   dépendre  l'intégrale 
h  /s 

double   1    dOi  1  f (X ,  y)dy ,  de  plusieurs  autres  dans  lesquelles  les 

a  tt 

limites  inféi^ieures  a ,  a  sont  zéro. 

Solution.  On  a  ,  par  la  formule  (21)  : 

h         p  h         p  a  fi 

JdxJ({x,y)dy  =  J"dxJ"î[x,y)dy  —J"dxJ^f[x,y)dy  ,     [a) 

a  «  0         a  0         « 

fi  fi  ce 

J*f{x,y)dy  =  J  f{x,y)dy  —J"f(^xjj)dy  ; 

a  0  0 

de  celle-ci  on  tire  : 

b        p  à         fi  b        a 

fdxj  {[x,y)dy  =  JdxJ*  f{x,y)dy  —  fdxf{{x,y)dy , 

0        a  0        0  0         0 

€k        fi  a         fi  as 

J^àxJ^  i(x,y)dy  =  JdxJ  f{x,y)dy  —J^dxJ*{{x,y)dy. 

0         a  0         0  0         0 

En  substituant  ces  expressions  dans  (a),  on  trouve  : 


(77) 

h  fi  h  fi  b  a 

fdxfî{x,y)ây  ^fdxft(x,y)dy  —  fdxf  {{x,y)dy 

a         a  0  0  0  0 

h  fi  b  a 

-fdxff{x,y)dy  -}^fdxf{{x,y)dy.         (90) 

0         0  0         0 

2°'''  Problème. 
yS  étant  une  fonction  de  x,  convertir  Vintégrale 

fdxf{(x,y)dy 

0         0 

en  une  autre  dans  laquelle  la  limite  supérieure  /S 

devienne  l'unité. 


Solution.  Posons  y=i8««;  aux  limites  yss  l  ,  répondent  les 


limites  z  =  {^  et  Ton  a  : 

c         fi  e         l 

fdxft{z,y)dy^Jdùtfi{x,  p^t)fklz.     (91) 

0         0  0         0 

Exemple. 

00  ^T+^ 

0  0 


00 


0  0 

1 

0 


^Vv- •' 


00 


à  cause  de        /   r'^^*^*dx—     " 

0 

3"*  PnoDLKyE. 
/S  étant  tme  fonction  de  \ ,  c  une  constante ,  changer  Vintégrale 

fdxj^{(x,y)dy 

0  0 

en  une  autre  dans  laquelle  la  limite  supérieure  c  soit  réduite  à  l'unité. 


Solution.  Pour  x-»cj?,  les  limiles  x=  <  ,  deviennenl  2=  <  ; 

0  0 

de  plus  j  la  fonetion  /3  de  x ,  deviendra  une  fonction  de  z ,  que 

je  nommerai  y  ;  on  aura  : 

e  p  1  y 

JdxJ{{x,  y)iy^cj^ikft{cz ,  j)dy.       (98) 

0  0  0  0 

i*"'  Problème. 

1         f(aî) 

Changer  l'intégrale  v=  /dx /f(x,y)dy,  en  une  autre  de  la  forme 

0  0 

1  r 

Tdr  /^F(x,r)dx. 
0        0 

Solution.  Pour  cela  cherchez  une  fonction  r(x ,  r)  telle  que  Ton 


(79) 

ait:  y(x,r)  =  l,  pour  r=.l,      j 

f[x,r)=zO,  pour  r=x ,     ] 

Alors  rintégrale  R«  /  dx  j   f{x,y)dy^  deviendra   v,  pour 

0  0 

r=l. 

Soit    /  {{x,y)dy=if{x,r) y  on  aura,  par  (43), 

0 

d^lxnT)  dvlx^r) 

r 

R  =f*{x,r)dx.     (y) 

0 

Donc  y  en  vertu  de  la  formule  (46)  : 

r 
0 

Mais  on  a  : 

^{Xyr)^J^i[x,y)dy;  donc  ^(r,r)=y  f(x,y)dy; 

6  0 

0 

donc,  à  cause  de  (a),  'ff[ryr)^  /    H^  >y)dy^^  l  par  '«  >  ^*^  * 

0 

cause  de  (/3),  la  formule  {$)  devient  : 


0 

On  lire  de  celle-ci  : 

r 


R=ydr    /'f[x,Kx,r)]l?^rfx+C.     (.) 


(80) 
Mais  à  cause  de  {y),  on  a  R=0 ,  pour  r=:0,  et,  à  cause  de 
(a),  on  a  Ras t; y  pour  r=l.  Donc,  en  intégrant  (e)  entre  les 
limites  0  et  1 ,  on  a  : 

I  r 

v^    Tdr    TtlxMx^r)]^^  (95) 

Ô  0 

Exemple.  Soit  V^=sfdxf$ig. 

0         0 

On  fera  y(3p,r)«=»|/r^*— ac»,  fonction  qui  jouit  des  propriétés  {a); 
il  vient  :  Rs=a 

0  0 


il  vient  :  R^fdxfydy.  Mais  /yrfy=5y'+C  ; 


donc  /"ydy==:i(r«— flp')=#(x,r),iî$:il«r.  Par  là  : 
•^  dr 

0 

9*  f*  f* 

'^—f^^f  dK^dr  frdx,  R^/dr  Trdx; 

0  0  0 

1         r  1  r  r 

y^jdrjrdx,    ou   Y^  frdr  fdx.  Mais  /*(fa=r, 

0         0  0  0  0 

1 
donc  \=  fr^dr^^. 

0 

Pour  la  vérification ,  traitons  directement  Fintégralc 


0  0 

on  a  :  /jc/y=iy>  +  C  ,    /'yrfy  =  ^(r»— op»)  ; 

0 


(81  ) 

r  y/r* — a?*  r  Y 

donc,  =R  y  dx  ryiy^=^\  j  v^ix.—\  j  x'dx 


a'  e'  s'    • 


Pour  r=l,  on  a  R=3V=|. 


DD  CHilfiEIEST  DE  LA  VARIABLE  m%  LES  IHf BfiULES  HSHSIES 

SIMPLES  ET  MOLTIPLEi 

Dans  beaucoup  de  questions  ^  et  notamment  dans  celles  où  il 
s*agit  de  passer  d'un  système  de  coordonnées  à  un  autre,  au 
moyen  de  relations  données  ^  on  est  obligé  de  changer  les  variables 
de  la  fonction  soumise  aux  intégrations  ;  il  convient  donc  d'établir 
les  transformations  qui  se  rapportent  &  cet  objet. 

1"  Problème. 

Introduire  dans  Vintégrak  simple 

b 

/F(x)dx, 

a 

à  la  place  de  x,  la  nouvelle  variable  ^ ^  liée  à  la  première, 

par  Véquation  implicite  : 
f(x,Ç)=-0. 

Solution.  Des  équations  f(o,ê)  —0,  f(6,Ç)=0,  on  tire§«y(a), 

b 

^ss<f'(6)  ;  donc  aux  limites  de  la  proposée  x-»  |  ,  répondront  les 

a 

m 

limites  de  la  transformée  *  I  =  |   -De  plus  ,  comme  on  a  : 

TOMB  7.  i"  PART.  11 


(8Î) 
il  vient  : 

De  l'équation  f(x,Ç)=0,  on  tire  :  x=%(|)  ;  on  a  donc 

fF(x)dx^fnxm+ — jj-^^-  (9*) 


2™"  Problème. 

Introduire  dans  l'intégrale  double 
?        6 
J^dyJ'F{x,y]ix,     («) 

«  a 

d  /a  p/ace  de  x  et  de  y,  deux  nouvelles  variables  H^Hj 
liées  aux  premUres ,  par  les  équatiotis  : 

Solution.  A  cause  des  équations  (/3)  il  vient  : 
par  conséquent,  aux  limites  x=  \  ^    répondent  les  limites 

m 

et  aux  limites  2/=]  ,    l 'pondent  y=  J   ; 


(83) 

il  ne  8*agit  plus  que  de  détermioer  dx  et  d^  en  fonction  des  nou- 
velles variables ,  ei  de  leurs  différentielles. 

A  cet  effet ,  observons  que  la  variable  jy ,  dans  l'intégrale  trans- 
formée 9  représente  la  variable  x  dans  Tinlégrale  primitive.  Mais 
dans  celle-ci ,  la  l'"*  intégration  doit  être  effectuée  par  rapport  à  Xy 
et  alors  y  est  constant;  donc^  dans  la  transformée  ^  la  1'*  intégra- 
tion doit  se  faire  par  rapport  à  ^,  et  alors  tf  est  constant.  Les  équa- 
tions (fi)  donnent  : 

car  dy^Of  puisque  dans  la  1'*  intégration  y  est  constant.  En 
tirant  de  la  S""*  de  ces  équations  la  valeur  de  dtf  pour  la  substituer 
dans  la  1'**^  on  trouve  : 

Dans  rintégration  par  rapport  h  y^x,  et  par  conséquent  ^ , 
étant  constants ,  on  tire  de  la  9^*  des  équations  (fi)  : 

dZ^  =  (^)d'f.     (97) 
On  a  donc  ^  par  toutes  ces  expressions  réunies  ! 

J*  dy  J^  ¥{x,y)dx 

«  a 

•0»)  xW  rKdf     di  ^      df  „  dt  ."I 

«(«)  X(a)  (-^^ 

«(^)  X(*) 

•(«)        z(») 


(84) 

Exemple.  Soil  à  transformer  en  coordonnées  polaires  la  for- 
mule générale  de  la  planification  des  surfaces  : 

«  a 

a  et  6  sont  des  fonctions  de  x. 

Les  formules  pour  la  transformation  des  coordonnées  polaires 
sont  : 

xsrcosf  cosif ,  ifs=sr cos^sin  if  j  J5  =  rsinê; 

r  est  une  fonction  de  ^,if.  Si  nous  fesons  abstraction  des  limites  , 
nous  avons  ici  : 

J*dyJ^F(x,y)dx  =jy*F(x,y)dxdy 

=-//Vi+(|)-+(^)-  "x*  ; 

par  suite,  F(^?y)  =«  V^+C-^^)' +  (  ^V-    !•  ^«"^  ^^n^  ^    ^" 

conformité  de  (98),  chercher  les  valeurs  de 

dtp      dl'        .df.di'. 


1"  Détermination  de  T. 

Comme  on  a  ; 

x=x  y^f ,iy)  «rrr  cos  ^  cos  If,  î/  =  'K^,ii)  —  r  cos §  sin  v  , 

il  vient  : 

,  df  ^     .  dx ,  _       ^,  dr  .    . T 

d'i  ai/  *"  '  (/y  ' 

"7-)'""^":;r)'=^  ^"^ '^  l^^^^  ^T^  )— ^^'"  ^  J  ^ 


(8S) 
,  dih  .      ,  cb/  ,  ^  .       .  dr .    .  _ 


d'où  : 


_       ,dx..dy.      ,  dx  .,dy .         r  ,dr .       ^  ^       v    /  x 


2°  Détermination  de  k. 


Comme  on  a  ¥ (x^y)^\  i  "^"^^^  ^"  ^T"^'^  ^'  '^^"^^   P^"*" 

trouver  i,  exprimer  (-j—);  (;r")  »  ^^^  fonclion  de  f  ,  et  de  y. 

Pour  cela  ^  z  étant  une  fonction  de  x  et  de  y,  et  par  suite  de  ^  et 
Yy  on  a  : 

équations  qu'il  faudra  résoudre  par  rapport  ^  (';7-)  y  (-7^)* 

if 

Comme  on  a  : 

{-rfi-)  =  s.nf(-^)+rcosf,  (-)  =  s.nf(^); 
en  fesanl  : 

dr  dr 

=- r(-7- ) sin If  4*  r[(-T— )8in<4-rco8{]co5{cosy  , 

d/*  dv 

■- — r(-^)oos)f-|-r[(— T)sinf +rcosf]coslsin  y, 


on  aura  : 


dz_        V        dz        £ 


(86) 
donc  : 

k  J\/i  +  y!-+^=^Vt-+u«+v 

=^r  V(^)' +(^)*<^os.f+ r'cos'f . 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'intégrale 

ffkTd^d3, 
il  vient  : 


//«,V.H^)-+(^)- 


=  yJrrffd»\/(~-)'  +  [r*+(-^)']cos'«,    (99) 

et  il  n*y  aura  plus  qu*à  déterminer  les  limites  qui,  dans  les 
intégrales  du  3^  membre ,  doivent  répondre  aux  limites  « ,  i6  ; 
o,b  des  intégrales  du  1*". 


S*"*  Problème. 

ItUroduire  dans  h'ntégmle  triple 
i      p      b  ^     p    b 

/dzydyy  F(x,  y,  z)dx  ^J^Jf?(ji ,  y ,  z  )  dxdydz , 

7         «        a  -^      tt.      a 

à  la  place  de  x ,  y>  z ,  respectivement  les  nouvelles  variables  ^,  ^^  Ç , 

liées  aux  premières  par  les  équations 

x=?(^v,Ç),  y«=^i^îf,?),  z=x[^,^j!Ù'    («) 

Solution.  Fesons ,  pour  un  moment  y  abstraction  des  limites , 

et  soit  jyj^F{x,y,z)dxdydz:^jyj*t{i,V,K)^^^  (/3) 

Les  intégrales  du  l""'  membre  devront  s'effectuer  successivement 
par  rapport  h  Xy  y  ei  z,  et  par  conséquent  celles  du  second 
dans  Tordre  marqué  par  les  lettres  f,  v  et  Ç.  Pour  réaliser  la 


(87) 
transformation  indiquée ,  on  devra  d'abord    poser 

et  ensuite  obtenir  pour  dx^  dy^  dz,  respectivement  leurs   expres- 
sions en  diy  dtfy  d^. 

1**  Exprimer  dx  en  fonction  de  df. 

Comme  la  l'"*  des  trois  intégrations  du  f"'  membre  de  (0) 
doit  se  faire  par  rapport  à  a;,  on  devra  regarder  j^  et  z  comme 
constants ,  et  dans  cette  hypothèse  les  équations  (a)  donnent  : 

'fc-(-i-)*+(-i)*+(^)«. 

Pour  avoir  dx^  en  fonction  de  dî  seul,  il  faudra  éliminer  d)ff 
(fÇ;  à  cet  effet  posons  : 

fdf  .df      ^_id?K 

«.-(-5^),ft.«(-^),c.=(-^). 

Les  équations  précédentes  deviennent  : 

a,  rf|+  6,  rfiy  +Ci  dÇ=  0 , 

Or;  en  fesant,  pour  abréger , 

«o&iCi  —  O06.C1  -|-  a,6a<i, —  a,6oCa  +  a,6^Ct  —  a^hi%  ts=s  (o^ôic) , 
on  trouve  : 

dx  =- 7 «f  == 7 7 •«.       (■') 


(88) 

2*  Exprimer  dy  en  fonction  de  dtf, 

La  2"*  intégration  devant  se  faire  par  rapport  à  y ,  on  regàr- 
dora  X  ci  z  comme  constants^  et  dans  cette  hypothèse,  les  deux 
dernières  des  équations  (a)  donnent  : 

ou,  cij/«— 6irfif-|-CidÇ  , 

0  =  6a<fjf+CadÇ; 
d  où  3  en  éliminant  d^ , 

«  OiCa— OaC| 

d2/= ;;;^ dv-      (*) 

3*  Exprimer  dz  en  fonction  de  dÇ. 
La  3°'''  des  équations  {a)  donne  : 

OU;  dz.=  c,.dÇ.       (e) 

Cela  posé,  les  valeurs  (/),  (J),  («)  donnent,  par  la  multipli- 
cation : 

on  a  donc  enGn  : 
(100)    fffF{x,y,z) 

et  il  n*y  aura  plus  qu'à  déterminer  les  limites. 
A  cet  effet,  on  a,  dans  la  1"  int^ralion , 

pour  «=0,  a=f(f,¥,Ç) ,     d'où     i=^{[a), 
y,    a:— 6,  b=<f{i,>,,X,) ,        .       f  =  f(6); 


(89) 
Dans  la  2"^  intégration  on  a  : 

poar  y  =« « ,  «*«^  W«),»f ,?]  ,     d  où  :     jy  —  U{a) , 

Dans  la  5**  int^àtion  on  a  : 

pour  z=y,  y = X [f(a), f ,(«),?]  ,     clou  :     Ç = r,(7) , 

Exemple.  Prenons  la  formule  de  la  ctibaturc 

b        p       i 
S=r=  tdx  I dy  I z, 
a        «        y 
dans  laquelle  y  et  ^sont  des  fonctions  de  x^j/;  âc  et  /3  des  fonc- 
tions de  x;  a  et  6  des  constantes.  II  s*agit  de  trouver  la  même 
expression  pour  le  cas  des  coordonnées  polaires.  A  cet  effet,  on 
a  les  équations  : 

X  cai9»(r,lf  ,Ç)  sa  r  COS  r  COS  If  , 

'y=V'M,Ç)=rcosçsinv, 

équations  dans  lesquelles  il  faudra  faire  ^  »  /*. 
On  a  ici  : 

du      dz      dx  du      dx      dz  y 

dz      dx      dv  .         dz      dv      dx  v 

d'où  : 

(S^ÏS  Jff  dxdydz 

==  f  f  f^^ cos Id^dyidr^  r iSQ%^ di  fd^J  '^^^^  \ 

où  il  n*y  aura  ph]<î  qu'à  déterminer  les  limites. 

liemarque.  Les  problèmes  prcccdenls  suffisent  pour  faire  con- 

TOME  7.    1'"  PAIIT.  1« 


{90  ) 

naître  la  marcho  à  suivre  dans  les  cas^  où  il  y  aurait  à  traosfor- 
mer  des  intégrales  multiples  de  plus  de  3  signes  d'intégration. 
Il  serait  même  facile  d'obtenir  la  formule  générale;  mais  nous 
renvoyons  pour  cet  objet  à  un  Mémoire  de  Cauchy ,  publié  dans 
les  Exercices  d'analyses,  iSi7 ,  pag.  128. 


IX. 


PRINCIPES  GÉIRADX  PODR  LA  RÉDUCTION  DES  IKTÉGRILES  NIILTIPLES. 

Lorsqu  on  a  une  intégrale  définie  multiple,  pour  en  déterminer 
la  valeur,  il  faut  d'abord  la  réduire,  s'il  est  possible,  en  une  ex- 
pression composée  d'un  nombre  dlntégrales  moindre;  c*esi  ce 
qu'on  entend  par  réduction  d  une  intégrale  multiple.  Pour  cela ,  il 
faut  substituer  aux  limites  variables,  des  limites  constantes,  afin 
de  pouvoir  intervertir  Tordre  des  intégrations.  Mais  le  moyen  le 
plus  puissant  de  réduction ,  consiste  dans  la  séparation  des  varia- 
bles. En  effet ,  quand  les  variables  sont  séparées ,  Tint^^le  pro- 
posée se  réduit  à  un  produit  de  plusieurs  intégrale:*  simples.  Pour 

le  démontrer  soit  Tintégrale  multiple 

h  d  f 

I  f[x)dx  I  dj{x)dy  I  i{z)dt  . . .  ,      {a} 

a  c  6 

dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 

Soient 

h  d  f 

f?{^)dx^V,f^y)dyr=.q,  ff(z)dz=l{,  etc., 

a  f  e 

on  aura  : 

b  d  j  h  d 

ff[x)dxfxf^{y)dy  .f{(z)riz  ...  =^  f^x)dx  f^^{y)dy^}{  ... 

a  c  c  a  r. 

Cl  comme  11  ne  conlicnt  aucune  des  variables  x,  y,  etc.,  on  a  : 
h  d  f  h  d 

f 'i(x)dx  f  4^x)dy J\(z)dz  ...  =ïi*J\{x)dxJ^4iy)dy  ... 

a  c  c  a  c 


(  91  ) 

On  irouvera  de  même  : 
b  d  b  b 

J  f{x)dT J  4,(y]dy  ...  ^J(^{x)dx  ...  ()^q.J  ^{x)dx  ...  , 


0 

b 


j  f{x)dx  ...  =  P.   ... 


a 

elc. 
D*où ,  enfin  : 

b  d  f 


ff{x)dx  rxl^x)dyff{z)dz  ...  =  P-Q-U  ... 


6 


Les  ressources  pour  opérer  la  séparation  des  variables,  consis- 
tent principalement  dans  Tinversion  des  intégrales,  et  dans  des 
substitutions  convenables  de  nouvelles  variables  à  la  place  des  an- 
ciennes. L'inversion  des  intégrales,  pour  qu'elle  soit  possible, 
exige  des  limites  constantes;  donc  si  elles  sont  variables^  le  moyen 
le  plus  général  pour  les  rendre  constantes,  consiste  dans  l'intro- 
duction d'un  facteur  P ,  jouissant  des  propriétés  mentionnées  dans 
le  11"*"  problème  du  §  IL  Nous  reviendrons  sur  cet  objet  dans  le 
5""  livre. 


FIN    DL    PnEMIEU    LIVUR. 


II"  LIVRE. 


DIVERSES  MÉTHODES 


POUR   LA 


DÉTERMmATlON  DE  LA  VALEUR  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES- 


!'•  Méthode. 


Délerminaiion  des  intégrales  définies  par  la  formule  (8). 


y"f{x)rfac= Ai[  ((a)  +  f(n+da)  +  ...  +f{a  +  n~\  da) ]  , 

a 

!•'  Exemple. 

Déterminer  la  valeur  de  l'intégrale   f  xdx. 

On  a  ici  f(x)  =  x  ,  donc 
h 

y  a(tc=Bda[a+a+da-t-a+2rfa-+-  ...  +a-f-n— 1  da\ , 


(93) 
d«[a+a+n— Ida]  — , 

[a+6 — da}  - 


{a+6){6— a)         ffe— a)rfa 


2  -2         ' 

S"*'  Exemple. 

b 
Déterminer  la  valeur  de  l'intégrale    f  A^dx. 

Comme  on  a  f(x)  =  A  ,  il  vient  : 

yA*dx=do[A*+A*+^»+ A«^2da_|..  .  a*+^^*]  , 

a 

«  A*doti+A«»+A"»-t-  ...  +  A^*"]  , 
=  A-*..^-^[A— A.] 


A**— 1 

Mais  on  a  : 

donc    A«*— l=da/A,     et      ^d>Li  °'7Â'> 


d'où ,  enfin  : 


A*— A» 


/  A^far»'    -'■" 


/A 


ilemarqrue.  Cette  méthode  exige ,  comme  auxiliaires ,  les  règles 
pour  la  sommation  des  suites. 


(94) 

î;^"*'  AIktiiude. 

Délermwation  de  la  valeur  des  intégrales  Jé/hues 

par  la  formule  (37). 
h 

J^Ç{x)(U  =  F{b)  —  ¥{a) ,    y*f(x)rfx=F(x)+C  ; 

a 

F(ar)  est  une  fonction  continue  entre  a  cl  b. 

1"  Exemple. 

1 
Chercher  la  valeur  de  l'intégrale  J  bx»-Mx. 


0 

1 
On 

0 

1 

Corollaire.    /"(A  +  Bx-f  Cx'-f  ...)  =  A+^B+iC+  etc. 


/6x  /*  b 

bo^^dx^ l-c,  d où  :    /  6x»-Vx= — . 


|_irfx=,+i+x+e,c.+^ 


^"'*  Exemple. 
Chercher  les  valeurs  des  intégrales 

CO  CD  1  00 

/dx  f   xdx  /^  bdx  /*  dx 


.00  — co 


/dx          \           X              m     xdx 
— -r— -«s— arctg — {-c,    /  — ; =-5/(x*+m*)+c, 
x'4-o'       a       ^  a        ^  J  x'+m*      ^  ^     * 

/bdx  m      dx 


(9K) 


00 


loue  :  / r=— arclgoos= — . 

^J   x'  +  rt'       a  a 


1 


— oo 


da 


_i/(^4.«.)-/(^)=/(i)=o. 

1 

0 

oo 

/dx  3r 
=  arc  tg  X  =-r-. 

0 

co  oo 

^-       1/  •           C       dx              ^         C  (x— a)rfx 
CorolUurc.     /  =  — »     /  — ^ =  0. 


■00  » 


ô"'*  Exemple. 
Chercher  la  valeur  des  intégrales  définies 

/y   A-BV^:=l      ,      A+Bt/3i  A(x)  '^^ 


-OO 


F(x)  =- [x— «,— /3,  V^^  ] [x— .r,+/3. K--1  ] 

X  (x— «,— /3.  |/^  ][x-«,+/î,  i/— 1  ]X... 
1'  On  a  : 


œ 


^  1.  x— «— i3|/z::ï       X— «-t-i3|/_i  J 


X 


(96) 


00 


QO 


— oo  » 

=  2B/ÎX-|-«=2îrB.     (1) 
2*  On  a  : 

CO  00 


00  00 

00 


•00 


+  etc. 

=  25rB.  +  2rB,  +  clc. 

=  2^(B,  +  B,  +  clc.)       (2) 

/j-**  Exemple. 

Chercher  les  valeurs  des  intégrales 

a  a  a 

yxdx  I        (Ix  f     — dx 


0 

Oii  a  : 


yxdx  

f       dx       


arcsin  — [-C , 


(97) 


X 

arccos^+C: 


donc 


a 


0 


a 
/^      dx  _T 


0 

a 


l^a'— X*  2 

0 

Corollaire.  Pour  a=l ,  il  vient  : 

t  1 

/X(ix       .        /       dx  «" 


5'"'    EXEMPLK. 

Chercher  la  valeur  des  intégrales  définies 


T  T 


/  sin  axclx  ,     /  cos  axdx, 

0  0 

a  étant  un  nombre  entier  et  positif. 

On  a  : 

ysinaxrfx==s cosax-|-C  ,  /cosaxrfxs»  —  sin  ox  +  C  : 

a  a 

T  T 

Pour  a=4/t,     il  vient    /  sinaxflfxsaO,      y  co6ax<ix=0, 

0  0 

1  1 


a  =  4n-|-l,     »  >i 


•Oi^BaM 


4n+l'  ~4n-(-r 


k»nr 


TOME  7.   2  •'  PART,  Vi 


(98) 
„=4„+2,     .  .         =^.      «       =0, 


in-\-y  in+Z' 


T  T 

Corollaire.     1  sinxrfjc=I,   /  cosxrfx==l 


Si  on  remplaçait  —  par  oo ,  la  valeur  de  ces  intégrales  serait 

Â 


indéterminée ,  et  Pon  aurait  : 

GO  Qt> 


•  /  sinxdx=  — ,     /  cosaMtï:=  — . 

0  0 

e™'  Exemple. 
Chercher  la  valeur  des  intégrales  définies 

0  0^0 

On  a  : 


donc  : 


00 


1 


0  ria 


01 


(99) 

00 


OO  00  CD 

Corollaire,     1  e~"rfx  =  — ,     /  e-^dx  =  l  ,    /  c"</x  =  qo, 

0  0  0 

00 


0 

o""*  Métiiodr. 


Détermination  de  la  valeur  des  intégrales  définies 

par  substitution. 

Dans  cette  méthode  on  substitue  à  la  place  de  la  variable 
primitive,  une  autre  liée  à  la  première  au  mayen  d'une  relation 
donnée;  cette  transformation  a  pour  objet  de  faire  dépendre 
rintégrale  donnée  d^une  autre  qu'on  connaît,  ou  dont  la  valeur 
soit  plus  facile  i  obtenir. 

Exemple. 
Étant  donné 

OO  OO  co 

/  f(x)dx=«  A  ,  trouver  j  f(x-|-a)dx,    /  f(ax)dx. 

— 00  — 00  0 

Si  Ion  pose  dans  la  1'"  intégrale  x  +  a»^,  et  dans  la  2^' 
ax  "™  ^  9   on  a  : 

QQ  00 


y*f (x+a)rfx  -.  J^ï{z)dz  =  A. 


O  —00 

00  00 


/f(«xMx=±/f(.)rfz=-i. 


0  0 

Cof^Uaire.  Soient 


(  100  ) 


0  0  «^^ 

0 

On  a  : 

J  2a     ^/  o" 


0 

0 

J 

0 

00 

f  sinojprfx        ^ 

A"*  Méthode. 

Défennination  de  la  valeur  des  intégrales  définies , 
par  des  différenciations  successives. 

Dans  cette  méthode  on  obtient  la  valeur  des  intégrales  défi- 
nies, en  diflërentiant  d autres  intégrales  définies  connues^  plu- 
sieurs fois  de  suite  par  rapport  à  une  constante. 

1*^  Exemple. 
Chercher  la  valeur  de  V intégrale  définie 

dx 


f- 


0 

Pour  cela,  dilTcrentions  Hnlégrale  connue 


y 


dx  ic       1 


0 

u  foi^  do  suilc  par  rapport  à  la   constante  a  ;  il  vient  : 

00  d\—=: 

Va 


0 


[m  ) 

ou  ,  à  cause  de  la  formule  (45)  , 

dx  — 


/ 


da''  2  (fa- 

0 

Donc  j  en  effectuant  les  différentiations  indiquées ,  on  trouve  : 

o 
d*où  Ton  tire  enfin  : 

00 


dx  1.3  ...  (2u— 1)*  .». 


0 


S*""  Exemple. 
Chercher  la  valeur  de  l'intégrale  définie 

00 

fx^e-^dx. 

0 

Pour  cela,  diiïérentions  Tinlégrale  connue 

0 

n  fois  de  suite  par  rapport  à  a,  il  vient  : 

1 


/ 


da"  da" 

0 
En  eiïectuanl  les  différentiations  indiquées ,  on  obtient  : 

eo 

1*2*3  ...  n 


/ 


{—{yx^'e-^dx -=  (—if 


ann 


0 

d'où  Ton  tire  : 


/ 


(  *02  ) 

CD 

1-2-3  ...  n 


^ntl 


0 

Cof^Haire,  Pour  a  =  l  ,  il  vient  : 

oo 


fx'T-'dx  —  1 .2.3  ...  n.     (7) 


0 


S"-    EXRMPLE. 


En  diiïéreniiant  n  fois  de  suHe  par  rapport  a  6,  les  formules 


00 


—00 

00 


00 


2a 

00 


(•+K~)  e 


00 


y;-(«.+bx)^zr^_y^j,_j^,^^^^-.  , 


•00 
00 


/.<"'+?->'^'A_V^(i+v^„+"^''- , 


—  00 


00 


—  00 


(103) 
On  en  déduit  respeclivcment  : 


J  ^i 


-«•-'•-rfx=(-l)''V^- 


I    n(n-l)(u-2)(n-5)    g'  -, 


00  


—  00 


r<-+i?-*=(-i,-v/i.t 


a   s    -2'«^r.  ,   n{n-rA)       I 


*^/a& 


■00 

b^ 


«(n— <)(«— 2)(n— 3)     a' 


l.'i  6* 


+  .-  ]  ,       (7") 


(m) 


J 


co 

b 


•GO 


1/  ^  .(.4v^x-f r^  .'^^[■+T"  ^-y-^ 


(n4.1)n(n-lXn-2)  1  _        -, 

CO 

b  N.y J  ^  ,    —21^ — nb 

-(»'+-r)'^-»  die  ,  y  «       »— |/— I     d"e 


>co 


2o    (  —^~\Y         db* 


(»i+l)n(n— l)(n— 2) ,      l  -, 


5""'  Méthode. 

Véterminaiion  de  la  valeur  des  intégrales  définies 
par  des  intégrations  successives. 

Celte  méthode  consiste  à  déterminer  y  par  des  intégrations  suc 
eessives,  les  valeurs  des  intégrales  doubles 

P       h 
fdrft(x,r]dr  =  A  , 

*  /9  h 

J^dxJ^{{x,r)dr  =  J\x)dx , 

a         «  a 

iXoix  Ton  conclut,  en  vertu  de  la  formule  (GS) 

h 


J^?[xdx)  =  \.      ^8) 


(  lOJî  ) 

Cette  méthode  exige  que  f(x,r)  reste  continues  pour  toutes  Ic^ 
valeurs  de  x ,  comprises  entre  a  et  6  ;  et  pour  toutes  les  valeurs 
de   r  situées  entre  a  et  fi. 

Si  la  fonction  f(x,r)  était  discontinue  entre  les  mêmes  limites , 
on    aurait  par  la  formule  (67)  : 

p       h  h       fi 

fdr  fî{x,r)dx^  Cdx  r{{x,r)dr  +  A  , 

a  a  a         a. 

fi         e-i-dc 

A—J^drJ*{{x,r)dx; 

xssc,  est  la  valeur  dt  x,  pour  laquelle  la  fonction  Hpo^r)   est 
discontinue.   Par  conséquent  la  formule  (8)  devient  : 

h 

y*9>(x)dx  =  A  — A.       (9) 

a 

1"  Exemple. 

Chercher  la  valeur  de  l'intégrale  définie 

1 


/ 


X  — X    - 
^— *djp, 


xlx 

0 

I  désignant  du  hjarithmer  népériens. 


On  a  ,  1 


1 


dfi. 


/rf^/a/'-ix=/-^-/W  +  ., 


0 

/*       1  /* 


A/«'-'^-/f -"T'-  « 


TOMB  7.    a'""  PART.  14 


(  106  ) 
•    On  a  ,  2»  : 

x/x 


f^%^Ç—^+c.f^u, 


X   X 


f^f^-U^^f-^i- 


1      M  y 

X' — ^X 


0  y  0 

Les  premiers  membres  de  (a),  (/3)  sont  égaux  ;  car  y ,  fc  ( 
positifs,  la  fonction  x^^^,  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeu 
X  comprise  entre  0  et  1 ,  ni  pour  aucune  valeur  fi ,  com| 
depuis  x^=iy,  jusqu'à  x=»/c£.  On  a  donc  par  (8)  : 

1 


/ 


M  » 

X  X  u, 

dx^l{  —  ).       (10) 


x/x  V 


2"*  Exemple. 


Chercltet'  la  valeur  de  iinlégrate  définie 


00 

dx 


S-  . 

0 

a  Qi  e  ^oni  des  nombres  j)oMfs, 


On  a  1"  : 


00 


/ 


er^dx  =  —  • 


0 

00 


0 


(  107  ) 


a  00 


J^^^J  e-^àx.  =  /(—).       («) 


c  0 

On  a  2"»  : 


X 


donc ,     Je-^da 


a 

5J       ' 


QO  tt  00 


<»'o«:      /dx/e-«rfa=./ir!z:ndx.       (/3) 


Oc  0  ^ 


Donc,  a  cause  de  (8)  : 


00 


.-ex  a 


.da:=/(— ).       (H) 
c 


S™*  Exemple. 


Clwrclier  la  valeur  des  intégrales  définies 

flO  GO 

/*g— ex g— *x                     f*ir^^ e~"" 
cos6xdx,      /  — sinftxdi:. 


0  0 


On  a  !•  :       /  c— (*+b»^-i)x^/a:« 


a+V— 1   ' 


«  :  /*/'..-,.+.^)...=y-^ 


=  /(a4-i|/-l  )4-f. 


(  J08) 


a  00 


Donc  Jdaf^-(^\\>y/-\  )xji„/(a+frk^-i)_/(c+6|/— 1 
«        0 

On  a  2-  :      /•e-(.+b^:=ï)x^=_  '^'^'"^^'  +  c  , 
J  X 

/,.  ^                _(o+bl^-l  )x  _  „  -(â+bk^  )x 
e-(*+b«^-i)xd„-.l__I ! ! 
X 


d*où  : 

O  00 


ficj^e-^^^^^^>,,^ji 


;_(e+b^::^)x_^-(*+*»»^-i)3 


X 


oo 


(T^^^^^dx.        c 


X 
0 


Les  équations   {a  ^  (/3  ,   donnent  : 


co 


/ 


OU,  ù  cause  de  r-'>»*^~=5eos6x  — K  — 1  sinftx, 


0  0 


sin  6x(/x 


(  109  ) 
d'où  : 


00 


O 

)     (i2) 
—e-*   ...  6  b 


a sin6xax«=arclg-- — arctg-^  . 


/ 


1.  Corollaire.  Pour  6«0,  la  1'*  des  formules  (13)  reproduit 
(il).  Si  dans  la  formule 


y^ 


X 


•c-'«*'^ifa:«=/(a4-6k^_l)  — /(c+6»^— 1) , 


on  pose  e-^smsZf  elle  se  réduit  à 
1 


/ 


'""^'fa^"^'  •^'''^'"'  ''^ ^ /(a+6k^=^l ) - /(c+6l/Z:i ) . 


0 

En  fesant,  dans  celle-ci,  6e=:0  ,  on  a  : 

1 

J2*  —  z""  .        .,  a 


dz^l[^). 


zlz  c 

0 

c^  qui  est  la  formule  (10).  En   posant  dans  (f 0)  xne',  on  ob- 
tient (11). 

2.  Corollaire.  Si  dans  les  formules  (12),  on  pose  a=Qo^  caQ^ 
elles  deviendront  : 

co 

bxdx 

«-00 


/cos6: 


0 

(13) 


CO 


/s\n  bxdx       « 
—  2- 


(110) 

6**  Méthode. 

Détef^naiion  de  la  valeur  des  iniégrales  définies 
au  moyen  de  l'intégration  par  parties. 

Celte  méthode  est  résumée  dans  le  ttiéorème  suivant  : 

TflÉORÉMB. 

f(x)  étant  une  fonction  continue  entre  tes  limites  x=a,  x«»b, 

je  dis  que  l'on  aura  : 
b 

a 

s  désignant  la  somme  de  tous  les  termes  que  l'on  obtient 

en  fesant  dans  l'expression  placée  à  la  droite  de  i  , 

p  successivement  égal  à  0^1,2,3,  ...  n. 

Démonstration,  On  a,  par  identité  : 

d"f(x) 


x""~*rfx« 


djf" 


sstir — x" — ^^—1  —  —  X' ^—dbr: 

•■n        «te»   ^      n        <te«»        ' 

donc  ,  en  intégrant  : 

A-dx.iM„lx.i:î^_l /-x-dx^îL.    (« 

En  fesant  ici  successivement 

n=l,2,3,  ...  n — l,n  , 

on  a  : 


(Ifl  ) 

^    .   d'f(x)      ,      d'f(x)       ,  ,     .   d'f(x] 

etc.     =         etc.  etc. 

De  là  on  tire ,  en  effectuant  les  substitutions  successives ,  et  en 
résolvant  l'équation  résultante  par  rapport  &  son  dernier  terme  : 

Si  dans  celle  dernière  on  fait  successivement  x=fc,x=a, 
on  aura,  en  retranchant  : 

b 


1«2  ...  n  «/ 


<iB»« 


=[f(ft)_f(a)]+(_l).J[6-^j "~^^ 

-|-  etc. 
Comme  le  terme  général  du  S'  membre  est 
On  peut  écrire  aussi  : 

1     A.._  <^"f(»^) 


^      '    l''it...nJ 


dx 


dx»« 


a 


I>  =  0, 1,2,  ...  n. 


(  1«) 

On  voit  que  Tint^ralion  par  partie ,  appliquée  plusieurs  fois 
de  suite,  conduit ,  à  l'aide  de  substitutions  consécutives ,  à  une 
relation  contenant  deux  int^rales  définies ,  en  sorte  que  si  Ton 
connaît  Tune  d*entre  elles,  on  obtiendra  aussi  Fautre. 

T'  Exemple. 
Cherclier  la  valeur  des  intégrales  définies 

/  e""**  cos  6xc£r  ,  /  e~'*^sin  bxdx. 
0  0 

L*intégration  par  partie  donne  : 


sin  bxdjc 


/€^""  cos  fcawfc = — — .«--"cosftx— —  / 
a  a  ^ 

/e-« sin  6xix s— r-**sin6x-l —  /  e-^cos6xdx. 

En  multipliant  par  a,  et  en  transposant,  il  vient  : 
a  j  ir-*»cos6xdbc+*  /  c-^sîn6xrfx  =  —  e-^cos6x, 


6  je-'^cosbxdx  —  a   /^c"**8in6xdie«=sc-«8in6x. 
En  intégrant  entre  les  limites  0  et  so ,  on  a  : 

«0  CD 

al  «r^cos6xrfx-j-6  /  €r**sin6xdx-:l , 


0  0 

eo  00 


bj  e-^cosbxdx-^-aJ  e-"sin6xili:=0. 

0  0 

De  ces  deux  équations ,  on  tire  : 


00 


/c""^cos6xdx  =  — - — 
0  * 


b 


(12) 


/  e-"  sin  bxdx  = 


o»+«* 


(  113) 
2"*  Exemple. 

Chercher  la  valeur  des  intégrales  définies 
1  1 

0  0 

\  '  L'intégration  par  parties  donne  : 

JBn  multipliant  y  et  en  divisant  le  l"*'  membre  sous  le  signe  f 
>ar   Vi — flp» ,  il  vient,  en  transposant  : 

été.  etc.  eie. 

Intégrons  entre  les  limites  0  et  1  ^  il  vient  : 

1  1 

/x^'^-'idx     ^  2n         P  t^dx 

0  0 

Pour  11=3  1,2,3,  ...  n,  on  a  : 


f     dx  r       ^     /^    a!'<fa 

0  0 

1  1 


0 

1 


0  0 

etc.  =  etc. 

1  1 
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(lU) 
en  multipliant  ces  équations  entre  elles  ^  membre  à  membre, 
on  trouve ,  en  réduisant  : 


/i 


1 
l/TZ:^       1-2...       2n      '  2  •       ^^ 


0 

2*  L'intégration  par  parties  donne  : 


En  multipliant  et  en  divisant  dans  le  1"  membre  sous  le 
signe  /  par  Vi — x',  on  trouve,  en  transposant  : 


par  suite  : 

1  1 

/""of^^dx  _  2w+l     /^af*Vx 

0  0 

Pesons  n  =  l,2, 3,  ...  n,  on  trouve,  en  opérant  comme  ci- 
dessus  : 

1 
*a*»+^(te        2-4  ...   2n 


I/ÏH^T      3.5...(2n+l)  ' 

0 

Corollaire.  En  fesanl  z  =  arcsina;,  on  trouve: 


(«7) 


1  * 

/'x«°(ix  r  „    .        i-3  ...  2n— 1      T 

.  ==    /  sin*"zaz  ^-Tt-ï s *  â" 

Kl— X'  y                      2-4...  2«           2 


0«) 


TT 


7|/ÎZF-/    ""      ''*'       1.3...2«  +  1 


0  0 


(  n») 

3"*  Exemple. 
Chercher  la  valeur  des  intégrales  définies 


2 


o  0  0  0 

Solution.  V  L'intégration  par  parties  donne  : 

/^^— 1                ] 
a^^' cos  xdx  =s : cosx+r: r  /  a?°-^sin  xdx  , 
2n— 1         '2»— 1^ 

/a:**-^sin  xdx  — ^r-sina?  —  -r—  /*a5*"cosa:dir; 
2n  "inj 

d'où  : 

X*°^*  008  Xdx=^^ r-C08  X  +  -^r Tir~ 

2n— I  *     2n— 1.2n 


sin  X 


! —  Coi^c 

2n— 1  -Sny 


a:*°cos  xdx. 


En  intégrant,  entre  0  et—  ,  il  vient  : 


T 


fai^cosxdx  =  (•~^2n-i_(2n—  l)2n  f  x?^-^(to^  xdx. 
0  0 

On  trouvera  de  même  : 

T  T 

fa^sinxdx  =  în(-J)^-i-(2n-i)2ny*a?«-2gi„  ^^^  ^ 

0  0 

T  2 

fa^^cos  xdx  =-  (•|r*\—  (2n+  l)y*x2ngin  xrfo: , 
0  0 

/*a5^«  sin  arfjc  —  (2n+ 1  )  /*  jc^^cos  a-tte. 


(116) 
4"'  Exemple. 
Cherclier  la  valeur  de  l'intégrale 


QO 


0 

Solution.  En  intégrant  par  parties,  il  vient  : 


"^     2n— 1  ^  2n— 1 7 

Le  1*'  terme  du  2"*  membre  disparait  pour  X'^0  y  à  cause  du 
facteur  x,  et  pour  aj-=oo,  à  cause  du  facteur  <r****  ;  on  a 
donc  : 

00  oo 

^  ^^  =  12/4—1     /    ^      ^  ^^' 

0  0 

00  00 


r.  /*   — a»x«  ,  1^ 

Comme  on  a  :     /  e  dx  == — r—  ,  si , 

t/  jta 

0 

dans  réquation  précédente ,  on  fait  n  successivement  égal 
à  1^2,  ...  ity  et  si  on  multiplie  par  ordre  les  n  équations  ré- 
sultantes ^  on  trouve  y  en  réduisant  : 

0 

Corollaire,  Pour  a  =  l ,  on  a  : 

/>*2n    -X».          l-3...2n— 1       _ 
y  ^     ^       ^^  == âStî 1/  T  .       (20) 

0 

Pour  a=t**,  il  vient: 

*2n     — m*x*  j  /**2n  .— m*U«x*j_        1*5  ..*  (2/1 — 1) 


J^x'''a'''^'^'dx=fx'''e-'^''^'^'dx=['^'V;Z^/:/l/;P. 


u 


(  H7) 

îJ""  Exemple. 

Chercher  la  valeur  de  l'intégrale  définie 

0 

L'intégration  par  parties  donne  : 

n        «'^  ^ 

0  »  0 

Donc,  en  opérant  comme  dans  Texemple  précédent  : 

1.2... n 

Y 


0 

oo 


OU 


0 


(a+6j/— 1)' 


1.2...  n 


/^  «"e    *^(cos  bx  — J^  — 1  si  n  6a;)  (/jr 


0  {a+bl^-iy 

Soit:  a+6k^^  =  €(coSî»+^^— l^sinj»)  ; 

d'où:     a  =  «cosî»,  6=«sinp,  «=(a"4-*')*>  ?==arctg  — 

a  ' 

donc  réquation  précédente  devient  : 

00  00 

/  x"  e~**cos  bxdx  —  |/ — 1    /  a?"  ry^sin  bxdx 
0  0 

__  1-2.3  ...  n 

,'^+i[cos(n+l)î»-fV^^sin(7j4.1)î>]  ' 
1*2.3  ...  n 


(«.+6.)i(-+^) 


[cos(n+l)p— K— 1  siii  (n+l)p]. 


(118) 
Cette  égalité  se  partage  en  deux  : 


oo 


■•»co86*»-*^2  -  •»  6 


>( 

/a!"dlaîe-»^in  hx  — ".'".   ,8in[(n+1)arctg-]  . 

Ces  formules  sont  dues*  à  Euler ,  nous  en  donnerons  biei 
une  autre  démonstration  y  qui  ne  demande  point  l'emploi 
imaginaires. 

Pour  n=0,  les  formules  (21)  se  réduisent  aux  form.  (1 

6'"''  Exemple. 
Chercher  la  valeur  des  intégrales  définies 

oo  00 

/*c""*  *  cos bxdx,    Ce^^^  sîn  bxdx. 

0  0 

Solution.  On  a  : 

oo 


dx 

0  0 


[a)      A-(aV+b^'-^.x)j^^    /*e-»**\e" 


00  ^  % 

=    /*«""*  *  cosôxdr— 1^ — 1  f^^^  *  sinftardir. 

0  0 

Mais  on  a  aussi  : 

oo  to 


y^,-(a'x.+b«^.x)^_    /",-(••-* 


, b*       b» 

dx 


0 

oo 


b    


0 

00 


b»  _ 

:2a 


(il9) 
En  égalant  {a)  et  {13,  il  vient  : 


/•-•• 


e 


00 

y  —.-  /  ^1  jl 

cosôxrfjT— K  — 1    /   e  si 

0 


sin  bxdx^ 


h*      

!2a 


d'où   Ton  déduit  : 


00 


cos 


2a 


(22) 


/^e    *  *  sinbxdx s=a  0. 

0 

Corollaire.  En  différentiant  la  T*  de  ces  équations  n  fois  de 
suite  par  rapport  à  6 ,  on  en  déduit  les  suivantes  : 
oo  b* 

/2n    — a'x* 


ae     e 


cos6«dbe«>»( — I) 


-.r_i\J^»   <<'°-g    ^*' 


9a 


d6 


/= 


2o  rfô*"-» 


(23) 


7"*  Exemple. 


Déterminer  la  valeur  des  intégrales 


T 


r  tg^zdz ,    /*  /flf*»  ^^zdz. 


T 


So/i«/ion.  x^B^igZy  on  aura  x=J,  pour  jj=aj  ,  d'où  : 

0  0 


T 


tg^^zdz  =  J  -q:^^  >     W 


(  «30  ) 


1 


r^gin-^iMsdz^      /- 


1+x-      • 

0 

1"  Pesons  dans  la  formule  aux  différentielles  binômes  : 

a{m — n+ 1  )     j^  x"-°rfx 
b{m—np-{'\)J  (a+6x°)P  ' 

ni=2n — 2*,  a=t  ,  6  =  1 ,  p=»l,  n=2,  il  vient  : 

y  i+x»  ""  2w— 2A— 1   y  ï+?  ^ 

doù  : 

1  1 

J+x»  2n~2fc— 1     ^/        î+x»       ' 

0  0 

ou  • 


1  1 

—  TT  -— ir 

4  4 


0  0 

Pour  A  =  0,1,2,  ...  A,  on  trouve,  en  substituant: 

1 


— w 
4 


/'  1  1 

/     fjf2n-dz=.- j~— ^4-    etc. 

^/  2n— 1       2n— 0  ' 


0 

1 


■ TT 

4 


±— — —  =r-      /     //j2n— 2k— 2.,/,. 


0 

Soit  2;i— 2A— 2  — 0,  il  vient: 


1 

Tt 

4 


^  2?i— 1       2/î— 3    *  ^ 


(121  ) 

2*  On  trouve  do  même  : 


1 

4  1  1 


-^-idx 


J    "^  J        i^^  2U-2A    J         l+x« 


0  0 

T 


U 

0 

Pour  i»0,l,2,  ...  ky  il  vient  : 
1 

T 

/i           1             1 
tf^^^zdz  =-- ^^ 5  +  -5 -r  —  etc. 

0 

T 


=2-:^-/^^"-"-'^''- 


9*1 — ^9^  ^c/      ^ 


2/1—2/: 

0 


Soit    2w— 2*— 1=1  , 


T 


on  aura  A^y^^^=— i'iî)»         P«r  suite  : 


T 


0 

8»«  Exemple. 
Chercher  la  valeur  de  l'intégrale  définie  : 

0 

Solution.  On   a,  on  ilcveloppanl  : 


OO  00  00 


p_  f <"->;' "+jr;^+ifi 


e      ^dx 


0  0  0 
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(  «22  ; 

OO  00  oo 

0  0  0 


-Vx 


0  0  0 

oo  CD  CO  oo 


(fx 


da  da  da  da 

En  intégrant  par  parties ,  on  a  : 

»^       x^  (in  J         X 

da  da 

/e-^dx  (T-**  re-^dx 

X'  da       J       X 

da  da 

en  substituant,  P  devient  : 

P  =  (/.-l)/ +  W h— 3 /^/ 

«^        X  ^^^  .r  art  ^         X 

da  da  da 

00 


'^    dn         ^  J        X 


da 
g— /*dft       g— d» 

En  développant  les  lermos  — — ,  — -  >  ^*  en  désignant  par 

da         da 

k  lenscnible  des  termes  qui   ont  da  pour  faeteur  ,   on   pourra 
écrire  : 

da 

Remplaçons  de  nouveau   da  par   sa   valeur  numérique  ,    ou 
;Eéro,  on  aura  ,  à  cause  de  la  formule  (11)  : 


0 

Solution.  On  a  : 


(  i23  ) 
9"'  Exemple. 

Chercher  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


CO  OO  00 


"'-é/î^*.-s/^<fc-;/- 


da  da  da 

L'întégralion  par  parties  donne  : 

CD  00 

/er^dx       e-"**         /*  e^^dx 
X  da        *^        X       ^ 

da  da 

/V«»(to  _  e-«^*  Pe-^^dx 

X*  da  ^        X 

da  da 

Par  là  P  devient  : 

da  da  da 

'  da 

En  remplaçant  da  par  zéro ,  et  en  ayant  égard  à  la  formule 
(11),  il  vient  : 

P=^[  1-/(2)].       (23") 

7"*  Méthode. 

Détermination  de  la  valeur  des  intégrales  définies 
par  rintroduction  d'un  facteur  convenable. 

b 
Soit  /  P*{(x)dx  a»  A,     et  admettons  que  pour  une  cer- 

a 

taine  valeur  attribuée   à   une  constante  m  qui   entre   dans  les 


(  18*  ) 

(juantités  P  et  A^   P  se  réduise  à  Tunité,  et  A  devienn 

on  nun  : 

6 

a 

Exemple. 
Déterminer  la  valeur  des  intégrales 

/  cos  bxdx  ,     /  sin  bxdx. 

0  0 

Solution.  Ces  intégrales  peuvent  être  considérées  comme 
valentes  à  celles-ci  : 

/COS  bxdx  =   /  r"^**'cos6xrfdg=   .    ^  ,  =0  , 
0  0  * 

00  00 

b  1 


/  sin6xrfx=  /  «^^••*sin6xrfx= 


c/o'-f  6»      6 


S"'  Méthode. 

Détermination  de  la  valeur  des  intégrales  définies  , 
par  l'extension  des  limites. 

Si  la  fonction  sous  le  signe  d^intégration  contient  un 
infiniment  petit ,   et  que   Tintégrale  elle-même  soit   inf] 
petite,  on  peut,  en  vertu  des  formules  (32),  (53),  chor 
limites  de  telle  sorte  que  l'intégration  devienne  possible  au 
de  procédés  connus. 

1^'  Exemple. 

Suit  k  infiniment  petite  on  demande  la  valeur 

de  rintegrale  définie 

0 


(  128  ) 
Solution.  Si,  dans  In  formule  des  différemiellcs  binômes 

^      na(;}+l)     ^  v  "r       y  , 

on  fait  iTiesl,  w=2,  x  =  Jl ,  prs  —  ^»  a=5l  ,6  =  1,  on  oblienl  : 

^  étant,  par  hypothèse,  une  quantité  infiniment  petite,  et  les 
limites  devant  être  les  valeurs  finies  0  et  2t,  Ton  voit  que  la 
valeur  de  l'intégrale  cherchée  doit  être  indépendante  de  ses  li- 
nnites,  et  que  Ton  peut  par  conséquent  substituer  à  ces  der- 
nières —  00« ^,    +00=—, 


^^    l*on  aura  : 

2v 


dk 


0 

J_  J_ 

*  ,  *  2  -, 


i/ïqiïr      i/i-t-A-      i^i  +  k' 


2"°  Exemple. 


•Sotï  k  infiniment  petit,  on  demande  la  valeur  de  l'intégrale 


11 


r    kdh 

0        ^ 
Solution.  Comme  k  est  infiniment  petit,  l'intégrale  der— j — ^ 

^^ra  nulle   pour  toute  valeur  de  h  qui   n'est  pas  indéfiniment 


(  126) 
petite.  Nous  pouvons  donc  prendre  Tintôgmlc 


r  kdh  h  ,  ^, 


entre  les  deux   liniile'*  -{-*  el  — ^,  ce  qui  donne  : 


25^     /   .,  ,  ,    =  /   I.  .  ,    =2arctg4- 


=  2arclgoc  =  2x-|=«^. 


On  se  sert  fréquemment  de  la  méthode  par  extension  d 
limites  ,  lorsqu'on  veut  déduire  d'une  intégrale  rapportée  ai 
limites  0  et  oo ,    la  même  int^ale ,   lorsque  les  limites  so: 

—  oc   et  -|-  ^  • 

3""  Exemple. 
Des  intégrales 

CO  CO 

0  0 

déduire  les  suivantes  : 
/^e""^  (U  ,    r^~^  cos^bxdx. 

—  CO  00 

Solution,  On  a  : 

CO  ^  00  X 

—00  —  »  0  0 

00  0  30 

e       cos26xdx  =  /  ^       cos26xr/x  +  /  e       cns  2é.r(/r 

— 00  — oo  0 

00 

=  2   /*t'"^*cos26xdx=|/";r  e^\ 

0 

Voir  la  fornmle  (36')  du  1"  livre. 


(  127  ) 

9"*  Méthode. 

Détermination  de  la  valeur  des  intégrales  définies 
par  la  méthode  de  Poisson. 

Cctie  méthode,  que  Poisson  a  donnée  le  premier  dans  le 
16"**  cah.  du  Journal  de  l'Ecole  polytechnique ,  p.  215,  con- 
siste à  différentier  sous  le  signe  /,  par  rapport  à  une  cons- 
tante, à  éliminer  l'intégrale,  et  à  intégrer  Icquation  différen- 
tielle  résultante. 

I**  Exemple. 

Chercher  la  valeur  de  l'intégrale 

CD 

/  cos  26x»e"~*  ^  dx, 

0 

GO 

cos26x.e         (ùc; 

0 

^^     différentiant  par  rapport  à  6 ,   on  a  : 


SarsinSôxe  dx.        (^) 


*^îs  rintégration  par  parties  donne  : 


»x« 


3x  sin  2bx  e  dx 


ûn'ihx  fixe   *'^'(te  — 26   fco^'îbxdx  fhxe'''''''\lx , 


^^     cîomme  on  a  : 


J  a'* 

ii 


Vient  : 


5aî8m26a:.f'  rfx= e  4 — /cos'iljx-v         dx  : 


(  128) 
d'où  : 


0  0 

Par  là ,  réqualion  (a)  devient  : 


"W         ^n») . 


db  a' 

ou  :  -:rrr-= 26  ^6. 

i{6)  a' 

En  intégrant  celle-ci,  on  a  : 

donc  {[b)  =  e      a         -=£*".  e      a     . 

donc  f (6)  —   /  eo8  îft-r  f "  *'**r/x  =-  C  e      •     . 

0 

Pour  déterminer  la  constante,  on  doit  poser  6=:0;  ce  qt 
donne  /  e    *  *  dx  =x  ^^'    ■«€. 

0 

On  a  donc,   enfin 

/  eo'5  jibx  •  t'  c/x  =«  —r —  •  e      ». 

/  2a 

0 
C'est  la   r*  des   formuler  ("22)  obtenue   sans   le  secours   de 
imaginaires. 

•i™'    EXRMPLF.. 

A«,  a  é/«/i/  des   timnbrcs  positifs  quelconques  ,   chercher  la  valeu 

des  intégrales  : 

.00  00 

/  x^^^  e""**cos  bxdx ,    /  jt'""^  .«"■*^sin  bxdx. 

0  0 

5o/m/.  Pesons     u  ==/  x^-^^e^^cos  txdx ,  v==  /  x^-^e^Hintxdx 

0  0 


(  *29  ) 

CO  00 


a  :  —   /  x'^c-^sin  txdx  ,     —    /  x^r-»cos  txdx.       («) 

0  0 

L'intégration  par  parties  donne  : 
J^xf^e-^sin  txdx^xf^  fe-Hin  txdx — fA  fxf^^dx  ferHin  txdx. 

IkS^iis  on  a  : 

,            <costo4-8into     ,, 
ferlin  txdx  =« '  ^ e-*  ; 

psi  r  ià  Tégalité  précédente  devient ,  en  intégrant  entre  0  et  oo  : 
/  xf^€r^intxdx^=^j-r^  f  oif^^ltcostX'^'Sintx]e^^dx  y 

I>onc  la  1".  des  éqaation^  (a)  devient  ; 

Si   on  traite  la  2^"  des  équations  (a)  d'une  manière  tout-à-fait 
s^m  blable ,  on  est  cenduit  à  ; 

dV  A*         r  .  -i  / 

«  ces  deux  équattons .  on  tire  : 
u      .> — ;  dv 


—: ffi^  yJ^y/^^lw ,  en  posant  u;—t< — 1|/— I  , 

ftft  rfti;        du      1/ — ^  rfv 

^^    I^r  conséquent    -^  =«  If""     ~    dT  ' 

^'^     a  donc  :  

o.  .y — ;  ,  dw  fit  dw  dr 

Soit    /K-^1=T,   donc    — -  =  — -r-lO  ,   s=,_^  --_.  ; 

(/r  T+1  w  r-j-1 

TOMB  7.    a™"  PART.  « 


(  130  ) 
donc,  en  intégrant  : 

Mais  on  a  : 
w^u  —  vl/ — 1  = 

r x**^^  e^^cos  Ixdx — V^ — 1    f  J^"   e^^sxntxdx 


0 


00  «> 


r^^-"^  c"'' «-tx*^=i_  /•x'*""*  c-(i+t^-i)^. 


0  " 

On  a  donc  : 

/"*^-i  e-(i+ti/:^)xrfj^=: ^ .      (^ 

0 

Pour  déterroÎDer  1«  constante  C,   il  faut  faire  1=0,  ce  qui 
donne  : 

fx'"'^  e~*<fa:=C  =  rOa)  î     form.  (83") ,  liv.  I. 

0 

donc     '^"-»  -^^+t./rrnx.  r^ 


0 

6 
Pour  (= — ,  x  =  ax,  on  a  : 
a 


(l+/|/=î)'' 


s'  (a^^l/-!)/* 

Donc ,  en  opérant  comme  pour  les  form.  (21) , 


oo 

.A 


r(f«)cos(/ttarctg— ) 
'*""  e'"*^cos6xdx=^ — — — 


0 


{a^^b-f 


f 


00  h 

T(fi)  sin  (/CA  arc  ig—  ) 

ac'*^^  c"'*^sin6xrfx  == : 


(2K) 


(131  ) 

Ce  soiii  les  formules  (21)   démontrées  pour  un   exposant  /a 
quelconque.  Quand  il  est  un  nombre  entier  et  positif,  on  a 

r(^)=:1.2«3  ...  (L—\. 

S"*  Exemple. 


Déterminer  la  valeur  de  l'intégrale 

/co^axdx 
1+x»  ^ 

0  • 

Solution,   En  diiïérentiant   deux   fois  de   suite  par  rapport  à 
a ,   on  trouve  : 

d*u         /*x*cos  axdx 
^^J       1+x" 

0 

En  ajoutant  les  équations  {a,  et  (c^,  il  vient  : 

oo 
d'U 


d'u         /*x"  cos  axdx  ,, 

~'dâF^J       14-x" 


u——  =  Aos  axdx  =  0.         [Voir  (2^)] 

0 

L'intégrale  de  cette  équation  est 


M=3c»e~". 


00 

/dx         ^ 
l-}-x'       2 
0       * 


donc       c=-JL;     et  par  suite 


OD 


/cas  axdx       «        ^        ,^,,^ 


«     + 

z 

Pour      x=— ,  il  vient  : 

a  ^ 

00 


/^^-T-   «^) 


0  ' 

Corollaire.  En  différentiant  (26),  par  rapport  ù  a,  il   vient  : 


00  00 


/xs'inaxdx       ,  „  .         Pzsinzdz       ^ 

^     -rpr— i"--",     clou     J-^^^^^.e-'.        (28) 

Ces  formules  sont  dues  a  Laplace. 


(  ISS  ) 

*"•  Exemple. 

Déterminer  la  valeur  de  l'inlégrale 

0 

Solution.  En  diflércntiant  par  rapport  à  a ,  il  vient  : 

00 

.3 


du 
1^ 


=_2a     Te-^^'+^^i^. 


0 


Soil  x«  — ,  alors  les  limites  a  ==  | ,  deviennent  z  —  |  , 

0  • 

.             adz        dx           dz  a*       a"    . 

cl  on  a  :     dx  = ,     = ,     x»H . \-z*  : 

donc 

0 


=»y.-<-*$'^=-î y:-'--^'^— î. , 


da 

OO  Q 


ou  — c= — Srfa,     «=»c-c^*». 

M 


OO 

e-»*rfx=— ^,  donc  c  = 


OO 

2 


00 

.a 


donc,  enfin:  «=  /  c         '  x'  *^*=^^a — «"**"•       (29) 

0 

5'"''  Exemple. 

Chercher   la  valeur  de  l'intégrale 
sin  xu      du 


P  sm  XM      du  . 

y—  / — r-r ^^ 


(133) 
Solution,  En  différentiant  deux  fois  par  rappori  à  x,  on  a  : 


00  co 


J^^/'cosxu^        d;y_ rusinxu  ^^ 


On    cire  de  là  : 

y  rsin  xdu  " 

0 

dont  l'intégrale  complète  est  : 

En  différentiant  celle-ci ,  deux  fois  ^  on  trouve  : 

dv 
dx 

dx*  ^ 

I^our  x=0,  les  équations  {a,  et  {a!  donnent  : 

00 


rfy  r  du         n 


0 

n  a  donc ,  pour  déterminer  A  et  B ,  les  équations  : 


''''^<»  :  A— 0,B=— 


1C 
00 


»*»»c,  enfin:         y- /"il^  .  J*i„JL.(i  _«-«),     (50) 


0         • 


dy         P  cosxu   ,        ir     _^  .-.. 

(te      t/  o"+t»*  ao         '  ^    ^ 

0  * 

rf*!/        /'Msinxu  *  _«  /TOx 

A  I 


(154) 
Chercher  la  valeur  de  l'intégrale 

CD 

/sin  xu        du  . 
j..    —  .          {a 
a — 14         H 

0 

Solution.    En  différentiant   deux    fois   par   rapport  à  x, 
trouve  : 


dy 


co 


rcosxu  , 

=7  ^iZV '*"  '        ^' 


dx 

0 


CD 

d'y 


o  y  /'iisinarw  ,  .  ,, 

-j4=-  /  -5 ^du.        («" 

ax  «/    a — Il 


00 


On  en  lire  :       —  +  a'y^J  —^  du^j. 

0 

L'intégrale  de  eette  équation  est  : 

y=a»  Asîn  ox +Bco9  ax -f"5^  • 

dy 
Donc  :  eaaA  cosax  —  Basinax  , 

ox 

-7-^  = —  a*A  sin  ox  —  a*B cos  ox. 
ox 

Pour  x=0,  {a,  et  (â/ donnent  : 


00 

^     dy        r   du 

0 

par  là,  on  trouve  :  B  j       ,  — 0,  aA=0,  ou  A=sO, 
Par  conséquent  les  équations  [a,  [ci  ^  [J'  deviennent 

00 

/sinxu     ,         *^    .. 


0 

00 

dx 


00 

I  /^COSXU    .  *     . 

L=  /  -; j*i  =  — sinax, 


dx 


0 

00 


p;        /•  Il  sin  xu   ,  * 

7-=  /  — z r-»<**==  —  —  cosr/x. 

0 


(  135  ) 
lO"**  Méthode. 

Dèterminat'um  de  la  valeur  exacte  des  intégrales   définies 
par  le  moyen  du  développement  en  série. 


Si 


deux  quantités  A,  et  J{{x)dxy  donnent  le  même  déve- 


loppement en  série  convergente,  on  en  conclura  : 

f{(x}dx=A. 

a 

Les  exemples  suivants    sont   propres  à    montrer   Tusage   des 
dans  la  théorie  des  intégrales  définies. 

!•'  Exemple. 
Chercher  la  valeur  de  lUntigralt 


0         * 
Si^lution.  On  a ,  par  les  formules  de  Bernoulli  : 

n  différendant  celles-ci,  il  vient: 

1         1.1  1,1 

2  2.2  2        , 

ir_2x      ,4-2x^3«— 2x      3«+2x^ 

^n  changeant  dans  cette  dernière  x  en  ^x,  et  en   l'ajoutant 

^   ïn  1",  on  trouve  : 

_1 i^     _1 1 1_       _l |_ 1_ 

»»Ti  a:""  X  "^  n—x       w+x       i^t— X   *"  2^+x  '   3«— x      S'^-fx 

—  de. 


(  136) 

Si  nous  remplaçons  ici  x  par—,  on  a  : 

n 

'  <    ,      1  1  i 

r— — — — rr— sr ^•  ^^^'  5      («) 


iw        a       n — a       n+a       *in — a 

nsin  

n 

on  suppose  a<^ii.         (/S) 

Mais  on  a  aussi  :         -j ;«■! — x*-|-x''  —  etc.; 

/x^*ix       11  1 

On  a  encore  : 
1  X-  1  1      .     « 


'+^      14 


■7-=—- r-4- — ; ^ïc.; 

1  —  X»        «*"  ~  x'"  ' 


doue 


X" 


CD 


^    1+x"       n— a      2n— a       3/i— a  ^ 

Donc  y  en  ajoutant  (y)  et  [3)  on  a  : 


/x«-^x       raf^^dx        r 
T+^+y   l+x-    V  ' 


^    1+x-    '  ^     1+x-      ^     1+x- 

1,1         1         1  1.1 

a   •  n—a       *4-|-a       2n— a       Sn-f-^       3» — a 
Les  séries  (a)  et  (al)  étant  identiques,  on  en  conclut  : 


< 


00 

l  +  x'  .      flir 

nsin—— 
n 


Corollaire.  Pour  n  =  l,  on  a  : 


^      l+x        sinoT 


(  '37) 
2"^  Exemple. 


Ttn 


'hercher  la  valeur  de'  /f d^l(sin>);  1  désignant  des  loga^ 

0 
rithmes  népériens. 

JSoltttian.  L'intégration  par  parties  donne  : 

n»  nir  nir 

/  fdfls\nf=f  /  (/^/siiif —  /  dffdflsinf.        (a) 
0  0  0     • 

Soie  yascos))— ^cos2^ -l-^^^osS?  —  etc.,  on    a  : 

-f  (e-''^=îLie-^*''^+le-«'^-  etc.  >, 

'=*=/2(l — cosy)  , 

Changeons  |f  en  )>,  il  vient  : 
'^î«îy_Q+cos2j»  — |cos4f +icos6^  — etc. ,     donc 
•/^^/smfsaa— ftt  — ^sîn2f-j-^sin4f— etc.        («) 

^n  multipliant  celle-ci  par  ?»,  et  en  intégrant  entre  0  et  w^, 


ot^ 


a  : 


0 

multiplions  {a)  par  df^  puis  intégrons,   il  vient  : 

/rff/rf?/sin?— 1^'/2— icos2p  +  ^cos4î»  — etc.  ; 

TOME  7.    2'""  PART.  18 


(  1-3») 
d'où  :  fdffdflsiïïf^—^n'ir^ti.  (/ 

0 

En  substituant  ifl  et  (7  dans  (a),  on  trouve  : 


/  fdfl sin^s»^^ n*js*ti; 


0 

nn  nie 

d'où  :  y  yrf^-S/sin  f  —  ffdfl{sin*f)  «=—  n>r»/2.        (3g 

0  0 

(Voyez  sur  cette  intégrale ,  Glausen  ^  Journal  de  Crelte  y  i.  vu 
p.  309). 

3*"'   EXBXILI. 

Chercher  la  valeur  dèê  formules 

00  CD 

udu       r    '  f — r  cos  «  du 


/r  sin  u  udu       /*      1 - 

1— 2rco»u4-r*    *  a'-hw" V    1— ! 


u4-r*       a'-htt*  */     l*-îr cos u+r'     o*+u* 

V  0 

Solution.   1*  Pesons  dans  fa  formuk  (32)/  ars^lySyS,  ... 
rinfini ,  et  ajoutons  les  résultats  après  les  avoir  multiplié  suc 
cessivement  par  r^r^^r^,  ...  ,  on  aura  : 

/  ,  I  r  sin  ti  +  '"'sin  2ei  -f*  r^sia  5u  +  ...  | 

0  '  ' 

""T  J  *'<^"^+^*^*"+  '•'«~^+  etc.  I , 

Mais  on  a  : 

r  sin  ti 


rsin t/-j-'''sin2ii  +  etc.  ... 


1 — 2rcosM-f  r 

r 


s     ^ 


^  ~  e^—i    ' 

00 

donc,        / .  =  — . ..        (.38') 

*/   l—2rcos u+r^     a'+n*       2      e«— 1  ^      ^ 


(139) 

2^  Si  on  traite  de  la   même  manière  Téquation  (31  );  et  en 
ayant  égard  aux  relations 

B  ,  .    «      »     ■  1— rcos  u 

1 +r cos w 4- r"cQ8 2m  +  ...=    i    "^^ : — r-  , 

'  *       ^  *  1 — îrcosti+r* 

«n    trouve  : 

•/  l—2rcos  u+r"  *  a*+u*      2a  *  c«— r  '       ^'     "^ 
0  '  ' 

i""  Exemple. 


-Soir  f(x)  =  ,»(r,u)  —  »^— I  »/'(r,u),x  «=«  r  (cos  u  —  >^— 1  sin  u) 
=  re   ^         ,  rr<mt»r  la  val^fir  .de&.,inUgralê9  : 


00  00 


Solution.  On  a  y   par  le  théorème  de  Mac-Laurin  : 

f(ir)«=:  A+Bop  +  Càc»  +  etc.  ; 

«  A  +  Br cos  W-I7 etc.  — |/II1  (Br  sin  u+etc); 
^^^    en   tire  : 

f{r,u)  =  A  +  Br  cos  m  +  Cr*cos  ru  +  etc. , 
ip(r,w)«  Br  sin  u  +Cr'sin  2u  +  etc., 


00  co  co 


^  '  0         *  0  '  0 

=JLf(,.e-),     «>0. 


(  1*0  ) 

«L(Bre-«-4-Cr'r-*»+ ...  ) 

=  YJf(re-^)-f(0)j.       a>0 

Remarque  1.    Pour  f(x)—/(l+x),  x=r(cosM-]-K— Tsinv) 
/(  1  -f  r  cos  ti+|/^  r  sin  ti>=|/(!  +3r  cos  ti+r-) 


rsinu 


-f  k^ — 1  arc  tg  -T-; > 

rsin  u 
,(r,ti)=i/(i  +2rcos tt+r'),  '/'lr,w)=arc  »g^^^^^^ 

on  trouve  : 

00 

— ï «rctgr- ^— —  •3r^(l+r«^)    l>r>— 1. 

0        * 

Rem.  2.  Pourf(x)=  ,  «=:r(cosii4-l^ — Isinti), 

.   ^  1+rcosu         ,y-^-r        rsinw 

f(x)  ==--—-! ; ^^ — l-TT-s : — 9   o"  trouve  : 

'      1-j-2rcosti+r'  J4-2rcos n+r' ' 

00 

/1+rcost/  du  «  1  â*^  ^  1 
: . ssas — • .  1^r> — 1 
l+2rcosw+r*      a*+M-        2a    l+rr**»'     ^   ^ 


0 

00 


/r  sin  H  udu         ir         r<r^        4  v.  .-^^ 

r+2rco8w+r'  *  a'  +  u*  ""T  *  T+rê^»  '     ^^^^"^  • 

5*"*  Exemple. 

Lf5  mêmes  choses  étant  jHisées  que  dans  l'exemple  précédent, 

trouver  la  valeur  des  intégrales  : 

00  OO 

•  ^[r,u)dn         ru\it{ryU)du 


W — a*   '   J      II' — a' 

0  0 


(141  ) 
Solution,  a:=r(co*  ti — 1^ — i  sin  ti) t» /•e""'*    *~^, 

==if(r,M) — 1^ — 1  f'(r,tt)— A+Byco8«-|-Cr'cos2u  +  elc., 

—  V^—\  [  Br  sin  n  +  Cr»'sih  2u  +  etc.  ]  , 
d  où  :        f (r,ti) = A+Br cos  u  4-  Cr"  éos  2tt  -}-  etc., 

;/;(r,tt)  =5  Br  sîn  u  4-  Cr*  sin  5fi  -|-  etc. , 
on    trouve  :  ^ 

00  QD  GO  CD 

é^^{r,u)du  p   du      ,  p     répandu  /*cos gtirfa 

o  000 

+  elc. 


i  • 


«a  —  [A4.  Br  sin  a  +  Cr'  sîn  Sa  4-  ele.  ] 

-=^[f(0)+«PM)3Và>o 

-i ï— =— s-[Br  éôs^i  -f  Cr*cp^  2a  +  Dr^  co<<  5a  4-  etc.  ] 

u —  o  2  *"  ' 

«-jTO--f(r,a)],     a>0.  '  '^■ 


6"'  Exemple. 

Cliercher  la  vkleur  des  intégrales 

,%  .  .  •  •  . 

pj^— p^^sin  budu  J  •^;^——^cosbHdu. 
Solutioti.  !•  On  a  :  (Voir  3-  liv.,  2"*  secL  appl.) 


En  multipliant  cette  ^alité  par  sin  budu ,  on  trouve  ^  en  inté- 
grant :  .    •         . 


(142) 


—  / • =rsin  6tirftt 


«  •    .    .     ,  * 


y  o'+«'    *^°^"  V  -p+?-H^^y-2H^ 


—  el 
=---[^ — cos««e-*+co92wr"** —  etc.  ]• 

Mais  on  a,  en  général  : 

1— r» 
5 — rcos«+r*co92« — r'cos  Za  +  etc.  =7»  -r-rs x^ 

donc,  en  fesant     r«=e-*,    on  trouve  : 

0 

*">►«> — T. 

2"*  On  a  aussi  : 

2      ^««_^-"'^  l+tT  2*+tt*  ' 

Multiplions  par  cos6uc(Uy  et  intégrons,  il  vient  : 

—MU 


/MU  — 

e    — e 
ira       — 
c    — e 


cos  6ti(/u 
«Il 


o:«  ,  r^sbudu      ^  .   ^      r  cos  budu     , 

=sin«/--__ 2sin2o   /-Tn-; h^*<?- 

^      i+u*  •/    2'  +  t/'    ^ 

=— [sinwe-^  — sinîtfc^^+^^c-  ]• 

Mais  on  a ,  en  général  : 

rsin»— r»sin28»+etc.=TrT-s TT"'  ''<^- 

l+2rcos«+r' 

Donc,  pour    rs=se*"^,   on  trouve  : 

MU  ~^U 


/MU  ^    „ 

e     — C 
0 


«u  e*»+2cosw+c-"*' 


(  U3) 
Corollaire  1.  Pour  m=0,  on  lire  de  {a)  : 

sin  budu         .    c«  — c    »       .^^ 

7  ^><>; 


/>  sin  budu 
c    — e 


0 

pour  «aair,  on  tire  encore  de  («)  : 

CD 


0 

£n  retranchant  ces  dernières,  on  trouve  : 


fi 


'  -lien        — -i^u  -. 

g»  " e    ■  2 

-i ; —  sin  budu=s 6>0. 

u 
Corollaire  2.  Si  dans  la  formule  (^)  on  fait  ^^  on  a  : 


CD 

cos  fcttrfw  I  .      ^ 


0 


.^'^J-  p"^*"       «^+  ^" 


(  Voyez ,  sur  ces  formules ,  et  d'autres  du  même  genr^ ,  un 
"moire  de  Poisson.  Journal  polytechnique,  18*  cah.,  p.  295). 

7"*  Exemple. 
Trouver  la  valeur  de  chacune  des  intégrales  ; 

f (a+z|/Hl  )  —  ï(a—z)  l/^  ) 


1)    fL±^ 

J    e^^'-l 


2|/— 1 

0 

OO 


v: 


dz  i{fL.\-iV^\  )  -  f(a— sl/  —  1  ) 


e"*— c~"'  5|/— 1 


0 

00 


^v- 


*    rfz      f(a+«|/— 1  )  —  f{a— ^^^3:ï  ) 


0 


0 


(  u«  ) 

{*  Délennmation  de  l'intégrale  ({.- 
Solution.     Si  dans  la  formule  de  Mac-Laurin 

F(»)-  F(0) + z^o)  -1-^  r(0)  + . . .  +^  ,^yi_^  P*"-*Xfl> 

+  --fl-F(-)(«),0<e<l, 

1  •2  •••  fit 

on  pose  : 

fii-2ft+!  ,  F(z)  =  — ^  jf(a+2|/:=ï  )  -  f(a-zK=î  )t 

on  trouve  : 

f(a4,;,^/I^^)-f(a_;3^/II7)  _i!_^,,,  ^ 

=  z\(a) ^  c,  ^  F  la) 

«.Su— 1 

d'où  Ton  lire  'r 


2  r-Ji—J}! 

/        2irz       . 

f/      e      — 1 


iV^—i 


,2««__^     i.2.3  ,y  ,8«_i 


0 

<0 


^^      ^       |.2...2n-l*y    ^2«_^  + 


1*2  ...  2n — 1 

0 


00 


1.2...(2n+l)'^  c^"'— 1 


2  • 

c  ——  I 

0 

Mais   en    désignant  par  B^m-i  ,  le  m*   nombre    Bernoullief^ 
on  a  : 


0  0 


=»S— Bjm-.!.     (V.  Gaucfay,  Analy.  algéb.  p.  571). 

Cela  posé,  pour  m  =:  1,2^3,  ...  n,  et  en  désignant  par  R  la 
dernière  intégrale  à  droite ,  l'équation  {a)  devient  : 


00 


l/, 


Soient  Lsnti  le  minimum  ,  M^+i  le  maximum  de  Texprcssion 


2 

correspondante  aux  diverses  valeurs  de  z  depuis  jz=0,  jusqu'à 
^  —00 ,  il  est  clair  qu'on  aura  : 


00 


■/^ 


0 


oo 


■/: 


'"""''Ih^^'^' 


0 

donc ,    en   désignant    par   e  j   une    fraction    proprement    dite , 
c'esc-è-dire  en  posant  0<f<<,  on  pourra  écrire  : 

^^^  là,  la  formule  (^3)  devient  : 

2    /^  dz        %a+z\^'^)  —  {{a^zV''^) 
%/     e^"'— 1  2>/=T  "^ 

0 

TOME.  7.  a'""  PART.  19 


(  1*6) 


1  ...  (2»-|-2) 

2°  Détermination  de  l'intégrale  {% 

A  l'aide  de  la  formule  de  Mac-Laurin ,  on  trouve ,   comin 
dans  le  développement  précédent  : 

/"        dz  ({a^zV^  )  —  f(a—z\/ — I  )  _ 

0 

CD  CD 

r(a)2  / î-r^S  / 


-+  eltr 


CD 


^^  .„  .....    „ 


0 


e 


0 
Mais  on  a ,  en  général  : 

00  oo 


=2- 


0 

1.2...2m-l  (  1 


^^ 


2«tt — i 

=—5 Bt»-a  .       (Cauchy,  yina/.  a/jr.,  p.  572), 

Si  Ton  fait  9n=  1,2^3,  ...  n,  et  qu'on  désigne  par  R  la  der- 
nière intégrale  à  droite  ^  Fcquation  (a)  devient  : 

oo 


(  IW) 
Mais  on  a  ici  ^  comme  dans  le  développement  précédent  : 


00 


0 


00 


0 

donc  y  pour  0<€<1 ,  on  pourra  écrire 

2  t^  '^    2n4-2    ^°^^  *  ^  ^^^^  ' 
psir  conséquent  [fi)  devient  : 


oo 


a     /l_ff____  f(a4-gt^-1  )  -  f(a-z>/  -I  )     (2'— <)B. 

3^  Détermination  de  l'intégrale  (3. 
En  retranchant  (38'°)  de  (38'^)  on  trouve  : 

/  — — — ■  — "^ — vin) 


(U8) 
V  Détermination  de  l'intégrale  (i. 
Si  Ton  fait  dans  la  formule  de  Mao-LauriD;  m=^in'\' 

F(z)=i  j  f(a+jeK^  )  +  t(a—a/^i  )  !  , 
on  trouve  : 


2 =K«)— 472"^"^  + 

1  ...(2tt+2)*  2 

de  là  ,   on  tire  : 


ao 


dz  f(a+zy—i  )  +  {(a—zl/—i  ) 


0 

/^         dz  {''{a)      P      z'dz 

0  0 


00 


(-l)-f(«»)(a)     y^*       z»dg 

l...2n   ^  g*«  ■    -i«»"^ 


0 


OD 


0 

Mais  si  B^   désigne  le  m*"  coefficient  de  la  série  des  séca 

R  B  B 

sec x  — 1-1 — 7-^x'+  à  ^i  ^  \   à  ^tz  ^^+  ^^^'j 

1  «ifi  '••4  i*..u 

on   aura ,  en  général  : 

0  0 

^•2  ...  (2m)2«°^+i  (I  j  1 

f"T:znr — etc. 


De  lilus ,  soienl  L»^  le  minimum  ,  Mfa^  le  maximum  des 
valeurs  de  la  Iboelion  |  j f(^)(a+2|/^H-f«*^(<i— 4^- ^)  1  ' 
correspondantes  aux  valeurs  de  z  comprises  entre  0  et  oo ,  et 
désignons  toujours  par  R  la  dernière  intégrale  de  («),  on  aura  : 

0 
0 

et    par  suite  ^  on  pourra  écrire  : 

r  conséquent  »  la  formule  (a)  devient  : 


00 


y-. 


o 


<fe  f(a+igt/— 4  )  +  {[a—zV—\  )  __ 


^  |Bof(o)- Ap(a)  +  ^f.(a)-  ce.  +-Vr^^^"^^«^  + 


J  ...  (!2ii+2) 
11"'  Méthode. 


«M«nti.J     (58-') 


Détermination  de  la  valeur  des  intégrales  définies 
par  le  moyen  de  transcendantes. 

Lorsque  les  valeurs  des  intégrales  définies  ne  peuvent  s'obtenir 
sous  forme  finie  par  aucun  procédé  connu,  alors ,  réduites  à 
leurs  expressions  les  plus  simples  ^  elles  constituent  des  transcen- 
dantes d'une  nouvelle  espèce  qui  pourront  servir  à  la  détermina- 
tion des  valeurs  d'une  infinité  d'autres  intégrales  définies.  Pour 
donner  un  exemple  de  cette  méthode ,  déterminons  ^  à  l'aide  de 
la  transcendante 


"«  -fi  ■ 


(  150  ) 

les  intéjfrales  définies    /  ; e-"* ,       f— -r^'. 

0  0  ' 

p 

0 

1"  Potirp  =  t-'',3=e<*-«,d25=— c"0*-«)od(,  fa=flt6— 0 

0  p 

on  a  :  /=!  ,  à  la  place  des  limites  z=-{  ; 

«  0 

/>  0  a, 

0  «  \        '  0 

d'où  l'on  tire  :      /  -t dt=e-^lilt'^).      (39) 

0    *    ' 
2°  Pour  p=»e-^,z  — e-<^**>,  on  trouve,  eo  opérant  coni 

ci-dessus  :  fJi^dl=~ti^ti{e-^).      (40J 

«/    b-j-t 
0        ' 

CoroJ^ire.  Soit,  pour  abréger  le  V  membre  de  l'équai 
(40)-9f ,  en  la  dlfféreotiaot  r  fois  par  rapport  à  « ,  puis  s 
fiar  rapport  k  b ,  oa  trouve  : 


(-1)' 


(*t) 


!3""  Méthode. 

ili;-  des  inté'jrnJei  dénies ,  par  d'aw 
gétiératcs ,   ou  par  la  combinaittm 

inté.^riiles  diUiiiics  irès-géaéralci ,  i 

déliiiies  particulières  ;  on  [ 

en  siJfcialisaiit  convenablement  les  \ 


(  isi  ) 

1"  Exemple. 
f(x>)=e-^*,  d'où   /} (x")<fa  =s  /"e-*'(fa:=»  |/T  ; 

—00  —00 

•mules  (48),  (49),  (50)  (»i),  (52),  (53),  du  1"  livre,  don- 
respeetivement  : 

00 

—       1      , 


T      9 


>00 

OD 


/• 


■ax*—hx,         V  » 


c    •"     ■'"</x=,:-^.e4«  ;  (42) 

—  00 


00 

b 


— (a«* 

1/  « 

— OD 

00 


y^e-^--*-^Vx«\/î 


^-2^'«b  .  (45) 


—00 

00 


•00 


/ 


00 

*-<"*'+?-)^^%/T;^-2^^.     (44) 

X'       ^6 


•00 


00 

c*— 2ma; ,       —m*     .  .—     ,.   .      /»— a»— 2maî 


^rfx.e^'^'-l/T,  d'où  rye"^""  ""'"""^(ix^rl/r.e»-;  (45) 

—00 
GO 

/  e~^**'*"4^*^dx.c"'=|/^, 


•00 

00 


/*  m" 


.t-»  ;  (46) 


.^00 


(  <ï«) 


<0 


J  X*  m 

00 


.  -<'*+-^>  dx  5      _ 


2**  Exemple. 
Soil  f(xO««cos(aî"),f(x»)=sin(x'),  alors,  (V.  liv.  iv,  form,  (8 

/"cos(x-)dx-iy^,y'sin(xOrfx— ^\/^  ; 


0  0 

par  suite  la  form.  (S3')  du  i*'  livre  donnera  : 


•VI 


0 

00 


in  (x*— 2ma^+m■)  H- sîn  (xH- 2fnx  +  m*)  1  rfx  «  l^ï , 

0 

Si   nous  développons   les    sinus  et    les  cosinus,   nous  tro 
vons  f  en  réduisant  : 


00 

0 

00 


sVÏ 


/  sin(m'+x»)eos2fnxrfx=5Y^.        (49) 

0 

La  form.  (S2),  en  la  réduisant  aux  limites  0  et  oo,  donn 


00 


fcos{x'-fn+^)dx^i\/^  ,  (80) 


0 

00 


/sin  (x--m +^)dx  -  Vt  •         ^^*^ 


.T"**  Exemple. 

00 


Soit    f(x^)s=e^**       ^;  comme  on  a  ftosx^dx  ^V/jL, 


•CD 


y  sin  x'ii  «=  y  JL  ,    [iV  Hv.,  form.  (84)] ,  on  en  tire  : 

CD  OO  ^^  00  * 

—  OO  CD  —00  —CD 

E>ii  a  donc  par  les  form.  (48)  et  (49)  du  1"  Hv.  : 


—00 

00 


(53) 


■09 

00 


y;<-+^)^-i^ _y/T^,^.^.=Tj,2.--b ^1 .  ^,,^ 


— 00 

00 


y;-(-'+^)'^dx->/|(,_|/~,  )e-=^^^^^(85) 


—00 


4"»"  Exemple. 


Chercher  la  valeur  des  intégrales 


00  00 


«•00  0 

On  a 9  par  la  form.  (88)  du  1*'  livre,  en  général  : 

—00 

ïionc,  en  fesanl  f(x)— (— xj/^  )'*-S  on  a  f(k^'Hî)«: 

TOMB  T.    s'"'  PART.  20 


(  iw  ) 


oo 


par  suite  :  /  (~^^  ~*  )^^  dx  =  T         {a) 

—as 

Mais  on  a,  d'an  autre  côté  : 

00  0  

—00  —00 


->—dx-\- 


0  0 

os 

os 

Donc 


0 

Mais  on  a  :  e  *         =  cos ^+1/^1  ,in  -s  =1^^, 

2  2 

donc  : 

e»^"'^'^"'-cos(/.-l)-^+»^--lsin(A.-l).l=(|/-l) 


« 


e    2^'^'^'^    '=cos(m-1)|— l^-!sin(At-l)|=(-»^- 
on  en  tire ,  en  ajoutant  : 
(|/iri)i»-i^(--l/r!ï)A^i==«2co8(/a--l  I-=2siu' 

00 

Donc:      /  'f"''^^  =  ^  ■  '.     ,   ,  0O<g.        (55') 


Corollaire.   Soit 


(  188  ) 
i(2a-i)^^a-i^^^     -i^^^    il   vient   : 


où 


0 

0 

co 

'zf^Hz 


-TT — =-: ,     0<a<l.  56^ 


+ 

S**  Exemple. 
Chercher  la  valeur  des  intégrales 

—00  0 

Saltitim.    On  a  ,  par  la  torm.  (89)  du  1"  liv.,  en  général  : 


co 


Donc,  en  fesanl    f(x)  — ( — ad/^)/*-^,  il  vient  : 


j^'^~'^(^7  '(fa«-|-[(>^-i)r^-(-i^^)>'-^3v-^=T 


—  QO 


-    00 

ou  ,     [(|/:iï,.-i+(_l/CT)'->]/i^  »  2 .  -^cos^, 

0 


GO 

OU 


j»    , 

^^    Ton   tire  enfin   : 


GO 

^^^^^  /—s r=2-g-C0S^; 

0 


00  _,  1t  /AW 


(S7) 


A- 

/        i— X»  fin  G,,    f^ 

o  2  2 

^^rollaire.  Pour  x»  =  z  ,  /M=2a  ,  il  vient  : 

^-j -.=  /— =_ ,     0<a<l.       (88) 


(  1»6) 

6**   EUHPLE. 

Chercher  la  valeur  des  intégrales 

■4   a— 1 


CO  JQ 


yv^igw^y^^,^.  ,<.^, 


■00  0 


oo 

/((x)dx  y-^— 

_i— -«  J^K— 1),  on  pos 


f(x)  -  (akC:ï)""^-»«'^=î,  on  a  îd/^ 

00 

donc 


a— 1  b 


f^^ŒL 


z^.        (a) 

—CD 

Mais  on  a  : 

00  0 


-1>       ^    d^^ 


«^-00  — 00 


=/ 


00 


'(£3rv^_ 


0 


(°_rf/cï,"->'^^  ,  /(^l 


i+x*  *e/  *+X' 

0 


00 


0    1-+^ 


^         1 
i»a— 1 


.     .     flir      /*X«"^  .      , 

=  4sin— y  — — cosôxrfx; 

0       ~ 

donc  ,  à  oause  de  l'équation  («) , 


00 

.  .     .  cos  6xclx 
14-x 


.     .  cos  oxiic  —  -^ 


0  4  sin    ^ 

2 


(  <w  ) 


7"*  Exemple. 


Détet'miner  la  valeur  des  intégrales 

— — dx. 


JIéEL^^^^,/: 


1— X" 

0 

00 


f(i)        a- 


Solut.  Pesons  dans  la  form.  A—j-g-CI-l)  -f(+l)]l^— * 


— OO 


f(a;)=  (aj/— 1  j^-^g-b*»'^  ^  ^^  trouve  . 

=cos[6-(a— 1)^]+^^  sin[6— (a— 1)-|^]  , 


=  cos[6— (o  -1)  Y^l— ^'^  sia[6— (a— 1)  £.]. 
donc  : 


i:f(_l)_f(l)]|/3i  =+28in[(a-l)^-6]=-cos[~-6]  , 

— œ 

On  a  donc  aussi  : 

r 

4sin~y  __cos6a;ax=«— —  C08[-^ — 6]  j 

0 

ci'où  Ton  lire  Tintégrale  cherchée. 

Remarque.  Non-seulement  on  forme  des  intégrales  définies 
particulières  ^  par  Temploi  de  formules  définies  générales  ;  mais 
on  obtient  aussi  de  nouvelles  intégrales  définies^  en  combi- 
nant convenablement  d'autres  intégrales  définies  données  ;  repre- 
nons par  exemple  les  formules  (48),  (49),  (50)  et  (51)  du  2"* 
ttempic. 


•^  VAN  niir  cosw^ï  ^ 

en  retranchant:  .-  (cosm-««"*'- 

,„  ajoutant  ••  ../^^Ccostn+s^"**^' 

.  tranchant .  des  ^  g..  Exb»vU.        ^.^^^1,0^ 

„K,   combinées  «^;'^J,„,  ou \a^ 

*      J  ,.    ,oarco9f*y*y'** 

«        en  tn«^'iP^^*"' ^ 
**"  SVo  et  *  ••  Aos^ 


0 


(  159  ) 


00  ^ 


5  ie-'^dx I  |co8(/&t+x)y  +  ces  (a*  — x)y  jrfy 


0 

00 


00 

«,.    xsinirx 


0 

00 


0 

00 


y  c-**  sin  yxdx  «  ■  ^J^      ;     ^  étant  entier  et  positif , 
ouve,  en  multipliant  par  ûnfiyiyj  puis  en  intégrant  entre 


n  : 

ir 


y  sin  (tydy  J  er^  sin  yxdx  =  y  sin  /tq^dy— -X — . 

I  intervertissant  Tordre  dans  les  intégrations  du  1*'  membre 
int  : 

ysiTifiy  ^       /  er^dx  /  sin  fiy sin  xydy 

^  0  0 


00  « 


0 

00 


—  1  /  ^e^^<^(  s'P  (ag— /^)*       sin  (x4-a4«  j 
?/  (      X— ice  x-f/x      )  ' 


00 


{-l)V/*il^.e-«*r. 


X' — A' 
0  '^ 


DUS  ajouterons  encore  comme  dernier  exemple  deux  théorèmes 
raux,  qui  conduisent  a  la  valeur  de  beaucoup  d'iiHégrales 
culières  d'une  grande  importance. 


(160) 

1*'  Théorème. 
n  étant  un  nombre  etUiet* ,  toii  Ata  la  valeur  connue  de  Vinté 


m 


y*x«»f(x*)dx=A2n,         {a) 


0 

en  désignant  par  B2n  Id  valeur  inconnue  de   Vintégrah 

co 

yx«-f[(x_lv]dx  =  B^,        {P) 

0 

je  dis  que  l'on  aura  : 

Dfti  — A.-t-      ^2    A,i  f  .12.3.4  ^A4+eic. 

Démotutratùm.  On  a,   par  (a) 


« 


Au'=fy*'f(3f*)d9r 


0 


=y*y"f(y')rfï  ,• 


00  00 


donc  :  fyH{!i*)dy=fff''t{y')dyJrJy''{{t,*)iy , 

—00  0  —00 

00 

-  'itfy'%y')dy , 
-2Ate.        (r) 

00  00 

Pesons  î/=x ;  on  aura  pour  y«a|  ,  ares  j  ,   donc 

—00  0 

!•'  membre  de  (y)  devient  : 

CD  <D 

— 00  0 

00 

donc  2  A^  -  f{x  — L)»«(a>^l)  f  [(x  — L  ).]^ . 

X  X  XX 

00 

1  1  ( 

Si  dans  (^3)  on  pose— =r  ,  x==— ,  alors  x=»J  ,  donne  r* 


(  16»  ) 

OO  «0 


et  on  aura  ;  ^^J  .^f[{^ )']*»  '='J  ^**f[(« y^dz 


a  0 

0  00 


00 

00 


/l        dx 
X  X 

0 

il  vient ,   en  ajoutant  : 

00 

0 

Mais  on  a  :     (Cauchy,  Cours  d'AnaL  ûlgéb.^  note  vm,  p.  8S0). 

«t!^(.-l.+«o.]. 

t. 

En  multipliant  celle-ci   par  f[(x )*]<^>  et  en  intégrant 

entre  les  limites  0^  oo^  puis  en  ayant  égard  aux  formules  {S)  et 
U)j  on  trouve  immédiatement  la  form.  cHerchée  (a). 

Exemp.  Soit  f(x)=e"-^,  «^O,  on  a  :  Ao==  /  c-*"'dx= :;:: , 

00 

A^=/a?»e-«-4r  =l±^l^^/-7;  B^==/>>e''(*-7>'dx 


0 

«         .  . .   1 


-  ^/a:^a^"("*+P")rfx  ; 


donc  on  a  par  la  fornnule  (a)  : 


/ 


•^.--^'.=!^[..lîiit(l,. 


'"^n.'r~"<^''+«-] 


Jlemargue.  La  formule  (a)  est  due  à  M.  Cauchy.  (  Voir  Exer- 
Cîcescfe  Mathématiques  y  1826,  p.  54). 

TOME  7.   2'^*   PART.  21 


(  i6î  ) 

2--  Théorèmb. 

n  étant  un  nombre  entier  et  positif,  soit  Amfi  la  valeur 

1 


/- 


f(x)dx 
de  l'intégrale       /  T==A»n+«,         (^) 


0 

en  désignant  par  Bam  'a  valeur  inconnue  de  l'intégrale 

0  * 

je  dis  que  l'on  aura  : 
(jn±i)m  (m^%im+i)m(fn—l) 

—  etc.     ( 
Démonstrat.    Faites  dans  (a) 

1  1 

les  limites  x»j   ,  donnent  z»-  |  ,     done  : 

0  0 

1 

0 

1 

0  "  *  " 

Mais  on  a  : 

(-if 


^        -r.ta«^      ^T^jz'         1.2.3    ''^2^^ 


Sm-fl 

(f)»+2)(m+l)ffl(m-l)         J_    _ 
1.2.3. 4-S  ^*"«"2' 

Donc  en  multipliant  les  deux  membres  de  celle-ci  par  f(        .)"^ 

puis  en  intégrant  entre  0  et  1  ,  on  aura  : 
1  1 

i«2«3  i.2«3.4.S 


Pour  x=-,  -r-T — =-: ,      ^^  =— x'^rfx, 

z'    l+z>        1+x*       z^+* 

1  « 

jr=s|   donne  x=  |  ; 
ar   suite ,   on  a  :  o  i 

onc  r^lité  précédente  devient  : 

tll):  /l-f(-?f-,)ix=  2A,  -  ^^P^VX,  +  e.c. 
2m+l'>'  *  l+x*'  i-2-3  ' 

0 

JExemple.  Soit  flx)  =  c    «K  1  — x*;  pour  x  =  -  ,   on  aura  : 


0 


1  P  00 

1 


-■ «=/i^-    'dx^fz^'e-^'dz^ 


—     /e-P»cfa  =— --( — . 


Comme  on  a  : 

t+x'^  ^    ^      H+x*^         l+x*    ^ 

i^    trouve,  par  la  form.  (61')  : 

1)-     /l  — X*    ,„      -ip(a^+^)^  a/«"% 

r TT  fi r^    •«  c/x  =  2( — 

13""  Méthode. 

Détermination  de  la  valeur  des  intégrales  définies 
par  les  méthodes  de    Cauchy, 

i"  MÉTHODE. 

La  1"  méthode  de  Cauchy,  ne  diffère  pas,  quant   au    prin- 
cipe, de  lu   méihode   S™*.    Elle  ronsisle  dans   des  iniéjçralions 


(  *«*  ) 

doubles  effectuées ,  dans  des  sens  contraires.  Mais  la  considéra 
tion  de  la  correction  A  y  ^^  P^r  ^^^^^  remploi  des  intégrales  sin 
gulières  ,  a  conduit  cet  émincnt  géomètre  à  une  foule  de  formul 
très-générales,  qui  contiennent  presque  toutes  les  intégrales  défi 
nies  connues  et  une  infinité  d*autres.  Nous  allons  donner  ici  I 
plus  remarquables  de  ces  formules.  Elles  sont  toutes  des  cas  par 
ticuliers  de  la  formule  fondamentale  (79)  du  l"*'  livre,  que  nou 
écrirons  sous  colle  forme  : 

b  b 

(A)  j\yi,[x-\-[V^  )(lx  —  y^;//;x+4^~i  )dx  = 

a  a 

p  f  

a  et  6  sont  les  limites  des  intégrales  relatives  à  x;  a  ei  fi  celles 
qui  se  rapportent  aux  int^rations  par  rapport  à  y.  De  plus^  si 
Ton  pose 

i  .    , 

-j =0,  on  \/<x)«QO, 

et  qu'on  désigne  par  x,  =«  c+e  V — 1  ,  x,  —  c,  -|-  e.V — 1 ,  t^^c- 
les  racines  de  ces  équations ,  dans  lesquelles  les  coêflicients    de 

K — 1  sont  positifs,  alors  en  fcsant 

on  aura  : 

(B)  A  =  2T[6  +  e.+  ...  ]V^'^  . 

Les  parties  réelles  c,  Ci ,  etc.  sont  sensées  comprises  entre  les 

limites  o  et  6  relatives  à  x,  et  les  coefficients  e,  e» ,  etc.  de  k  — 1> 
entre  les  limites  a  et  /3.  Observons  encore ,  que  Tune  quelconque 
des  quantités  o  doit  être  réduite  à  moitié ,  si ,  dans  la  racine  cor- 
respondante ,  la  partie  réelle  se  confond  avec  Tune  des  limites  a  i 

6,  ou  le  coefficient  de  V — 1  avec  Tune  des  limites  a  et  /9.  En 
outre,  A  est  nul,  lorsque  la  fonction  ^x)  est  continue,  ou  qu'é- 
tant discontinue  entre  les   limites  des  intégrations ,   Féquati^'^ 

;p(x)  =  oo,  n'a  pas  de  racines  dont  les  coefficients  de  1^—* 
soient  positifs. 


(  «6S  ) 
1"  Cas. 

La  fonction  ip(x)  donne  i^lx+yl^ — i  )  *»  0 
pour  xœoD^  quelque  9oii  y. 


b=oo 


Dans  ce  cas,   les  limites  par  rapport   à  x,  étant  a:«a  |      , 

«=.0 

I   formule  (A)  donne  : 

0  0  0 

Exemple.  Soit  i/;(x)=^""*'*  j  ;/;(ak^)=e**,  i//(x+*>^~1  )  = 
g    («+k^^--i)«.  la  fonction  i/r(x)  restant  continue ,  on  a  ici  A=*«0- 
L'équation  (I)  donne  : 

00  "^ 

O  0 

«0  j  ^  00  . 

j  e^^  cos2Ax€fx — V^ — 1    r  f^  sin  2ix£/x= 


0  * 

I  kT  e-^"~V~\  r^'f  '^'^^  > 


ù:/ 


ou 

0 


00 

e""**cos  2*xrfx=^  «•  ^e""^' 


/^e   *  sin2Axrfx«e        fe^dx. 


0  0 

2"«  Cas. 

La  fonction  v/;(x)  donne  \//(x-[-yV--l  )  =  0 
potir  y  —  00  ,  quelque  soit  x. 

5=A;  ^=00 

Dans  ce  cas ,  soient  les  limites  x  =  |     ,    y  =*»  |     j    l«  form. 

a>»0  «sobO 


(  166  ) 
(A)  devient  : 

0  0 

Exemple.  Soient  \b[x)  =2f[x)e  ,  6>0  >  y="r> 

•J<*+yV^-n-f(*+ftl^— ne        ^  ,    A  =  0;    donc 


0  0 

oo 


^ -^ff{^y~\y--àx; 


ou  :    /  j{x)  cos  bxdx  + 1/— 1  /  f(a:)  sin  bxdx  -« 


0 

oo  CD 


0  0 

doù  l'on  (iro  : 

A;  oo 

(62)      ff^x)  cos bxdx'=J'^(±)  e-'dx  , 

0  0 

/  f;a:)sin  bxdx=J  q(^j  )e-*(te. 

0  0 

Cos  formules  ont  été  ciiipioyccs  avec  avantage  par  M.  Cauchy 

dans  la  théorie  des  ondes  (Savants  éttnngers  y  tom.  i);  elles  ser- 
vent à  obtenir  les  valeurs  des  intégrales  qui  se  trouvent  au  i**'  mem- 
bre y  approximativement ,  au  moyen  d*une  série  de  fonctions 
gamma.  Soit  en  effet  6  un  nombre  très-grand,  et  désignons  la 

X 

série  obtenue  en  développant  %(-:-),  pour  abréger,  par 

X  X 

^l_)  =  S(-.)n-.; 

on  aura ,  à  la  |)lace  do  la  1'*  dos  fonct.  (62),  la  série  très-conver- 
{tei.lc  :    y  ,(x)  ces  bxdx=i  [-Jij  J^a^-'  t'-'ds ]  =  s  [  •jpr'\  • 

0  0 


(  167) 
3««  Cas. 

JLa  fonction  ;p(x)  donne  v/^tx+yl^— 1  )  =  0,  pour  x  =  dboo, 

quelque  soit  y. 

Dans  ce  cas ,  soient  les  limites  X'^  i       >  y=^  I       ,  la  form. 
CA)  deviendra  : 

00  co 

(III)  fHm-^  ly—t  )dx  = /*i//(a!)(te  —  A . 

Exemple.  Soit  ;f/(aî)=:(Â; — xj/ — 1  )**—^e~^  ;  on  aencoreA=0, 
•^(a:+tt/=l  )=[2&-^'/=r]'*~^-^'-2k^^~e^*;  donc 


00  CD 


OO  — QO 

Pour  a  =»  1 ,  on  trouve  : 

CD  *  a 

2* /"e~*'cos2*ar—  /are"*  dxsin^kxdx ''•kl/lPe-^' , 


—0(5 

— >co 

CD 

00 

sin2 

CO 

—  QO 

4'»" 

Cas. 

OO 


■00 


La  fonction  \^(x)  dmne  V^(x+yl^  — 1  )  =.  0 ,  pour  x  =«  oo , 
quelque  soit  y  ;  er  pour  y  =  oo ,  quelque  soit  x. 

Dans  ce  cas,  en  prenant  pour  limites 

h=:co  fissod 

x—\     ,    y— j     , 

orrO  at«0 

»^    form.  (A)  donnera  : 

co  QO 


l^"V)  fx!j{x)dx  ==V—if^l^{jH^-\  )rfy  4-  A. 

0  0 

i        { 

Exemple.  Soit  »/;(«)  =[(r* — -tt— ]  —  ;  on  aura  A=0, 

1-|-^     X 


(  168) 


00 

[siny —  .'         ]  — =»^*  —  jT  —  0  ^ 
0  '^       ^ 


co  oo 

on 


[c-»— -— — ]— —  /  Lcosy— — — .]-f.. 


»*•  Cas. 

La  fonction  V^x)  donne  '^'(x+yK — i  )==0,  powr  x  —  — oo 
quelque  soit  y,  et  pour  y  =  QO   gtie/îgrtie  soii  x. 

Dans  ce  cas  ;  en  prenant  pour  limites 

6=0  /9=oo 

asS CD  «ssO 

la  form.  (A)  donnera  : 

0  00 

(V)  fHx)dx=^V/^J^it^(y\/^)dy  +  A- 


.— oo 


€••  Cas. 

La  fonction  f{x)  donne  f(x+yi^ — 1  )«0,  pour  y=ds.oa 

quelque  soit  x. 

pa^OO 

Dans  ce  cas  prenons  3/={         ,  la  form.  (A)  donnera   : 

— oo  ^        ■ 

Les  valeurs  c ,  c, ,  etc.   des  racines  de  l'équation  i^(x)  = 
demeurent  comprises  entre  a  et  6» 

Remarque.  Supposons  qu'on  ait  en  outre  ^(J^+J/^^— 1  )•***  ^ 
pour  x=oo  ,  ou  bien  pour  x= — oo  ;  alors  soîl 

X=  I  ,    OU    X=s  I  , 


(f69) 


OO 


/ 


./<*+y|/Crï)rfy=      ^ 


»/=?' 


1  r  (VII) 


•OO 
40 


4'(-k-{.yl/:=J)dy -^ . 


'CD 


équations  sont  utiles  dans  Fintégration  des  équations  dif- 
lles  linéaires;  et  dans  la  résolution  des  équations  h  l'aide 
grales  définies.  (Voir  Caueby ,  19*  cah.  poly.  )• 

?«•  Cas. 

onction  ^(x)  donne  ^(x4-y|/— 1)=«0,  pour  x=ifc:oo, 
quelque  soit  y,  et  pour  y=*d=QO,  quelque  soit  x. 

ce  cas ,  prenons  pour  limites 

.  (A)  donnera  généralement 

A=0.  (VIII) 

]ue  l'équation  ^(a;)  =  oOy  a  une  inGnilé  de  racines,  la 

!  (Vin)  renferme  un  nombre  infini  de  termes ,  et  peut 

la  sommation  des  séries.  (Voir  Cauchy,  Mémoire  sur  les 

es  définies  prises  entre  des  Ihnites  imaginaires  ,    182!(. 

S""*  Cas. 

onction  ,/,(x)  donne  ^(x-j-yl^ — 1  )=0,  pour  x==fc«), 
quelque  soit  y,  et  pour  y  =  oo,  quelque  soit  x,  ^ 

I  ce  cas,  en  prenont  pour  limites 

&=ao  ^sBico 

(1= — QO  «==0 

i.  (A)  donne  : 

co 


y  ^(^K^=  A. 


QO 

rOMF.  7.   2"'*  PART.  2ÎÎ 


(170  ) 
Par  suhe  :        (X)    /[îM+ltlfl ]*,«! a. 

0  

1"  Remarque.  Si  Ion  a  *(x-f-yK — I  )=0,  pour  x==b 
quelque  soit  y,  et  pour  y=s~^ ,  quelque  soit  x ,  alors  en  p 
nant  pour  limites 

5=co  /3=0 

^={       , y={ 

la  form.  (A)  donnera  : 

CD 

(XI)  J\{x)dx=— \  ; 


—  00 
00 


par  suite:     (XII)    y'[i(^±|h:fl](te=.-è A- 


Ces  formules  se  rapportent  au  cas  où  les  eoëflicients  de  |/ — 1  ; 
des  racines  de  Téquation  ^(x)=soo ,  seraient  négatifs. 

3"*  Remarque.  Les  expressions  (IX)  ei  (X)  renferment  la  pluv- 
part  des  intégrales  définies  conaues.  Ces  formules  étant  très-irani- 
portantes  nous  allons  les  appliquer  à  plusieurs  exemples  ,  qmii 
seront  encore,  pour  la  plupart,  d'une  grande  généralité. 

ÀppHcaiions  de  la  Formule  (IX). 

y% (a:)da?=A  ,       A=2«(e  +  e.  f  etc.)»^'^ 

e=dc«^(c-}-(/c  +  ^(^ — i  )  7 
e,t=cfc*f'(c,-{-rfc  +  e,|/ — i  ), 
etc. 
^(x)  =  x,  d'où  2  a:,  =  c+cl/ — 1, 

etc. 
CjCty  erc,  sont  positifs.  Les  valeurs  des  e,  correspondantes  à  ^^ 
valeurs  nulles  des  coefficients  e ,  doivent  être  réduites  à  moitié.    ^' 
aucun  des  coefficients  e  n'est  positif,  on  a  A^'O. 

1*'  Exemple. 
Chercher  la  valeur  des  intégrales 


00 

f(x)rfx 

\ ,   r>0. 


■OO 


k 


(  «71   ) 
Solution.  Pour^(x)= — =«,  on  a  x=— r|/— 1  ; 

>inaie  le  coefficient  de  |/ — \  est  négatif,  on  a  ^^Qi  donc 


00 


J    T—xV—\ 


(63)- 


00 


S"*  Exemple. 
Chei'cher  la  valeur  de  l'intégrale 

y*     {{x)rlx 
r-{-x|/~l 

00 

«X) 


,     r>0. 


Sttlulion.  f(x)= =.=-00,  donne  «.«wrl/ — i  , 


i=2re|/IIT=2«rf(»|/tZî);     donc 

00 


/ 


r^x^~i 


iTt(fV—\  ).         (64) 


00 


3"*  Exemple. 
'^  étant  un  nombre  entier,  r  positifs  chercher  la  valeur  de  l'intégrale 

00 

{{x)dx 


A 


(r+xl^— 1  )™  * 


•00 


Solution,  ^(x)  «=» L----- — =x,  donne  m  racines  égales 

(r+xK— 1  r 

^   îV^—l  ,  on  a  donc,  par  la  form.  (20'')  du  1"  livre, 
1.2..f/i— 1  c/c»-^  "^ 

1  f(m-l)(,|/IIÎ) 


(|/_l)«n  (V/-.|)«-M-2  ...  m— l' 


(   <72) 


oo 


,/  (r+al/ZIï)-      ^  1.2...tn-l 


i*"*  Exemple. 


Chercher  la  valeur  de  Vinlégtvlc 

00 

({x)dx 

,     1>'>0. 


y 


/(r— 1|/— 1) 


'09 


Solution,  il'rx)-» ^^  =00,  donne  /(r— xK— 1)= 

/(f— aV^— 1  )  

/[r— (dc4- 1 -r|/— ^)^/-^  ] 
A  « 2sr  6  |/IIÏ  =—  St f  [ÏITri/rn'  ]|/IIÎ  ;     d*où  : 

00 

/UË^,^  =  _  2r  f  [(  !  _r)l/rî]|/:zr .        (66) 


l{r—x\^—i  ) 


—  00 


Pour  r— 1 ,  le  coëcflîcîent  de  V^  étant  nul,  on  réduira  ( 
à  moitié.  Pour  r>î  ,  /(r_ai^IIT)  =  0  n'a  pas  de  racines  (i 
le  coefficient  de  i^"^  est  positif,  et  alors  A  =  0. 

Applicatiotis  de  la  Formule  (X). 

0 

b"*"  Exemple. 

Chercher  la  valeur  de  Vintégrale 
A(x)—{(—x)      dx 


0         2^-1 


(  «73  ) 

Solutton.  MX)  -= =  =  00  ,  donna  x  —  0  : 

iV—\ 

.     ,j,      ,        Me)  f(0)        ,  f^O) 

(i  =  rfc*(rfc)=r/c. —      '      =  ■  :   36="-- -=r 

A  -  2*ï/=rxi:9='f(0) ,  3A=Y<"(0)  ;     donc 
/%=^î]L.ii=>,.         (67) 

6"*  Exemple. 
r  é/anf  positif  y  chercher  la  valeur  de  V  intégrale 


A 


r-f-a 


*    r — ^»  J 


SolutiùH.  f(x)=a — jLZf^oo,  donne  ceat-^^r;  donc 

r-[-x 


de 


5A«=-^f(— r)»/—!  .  Donc 


7"*  Exemple. 

r  éton(  positif,  chercher  la  valeur  des  intégrales 

f|x)  +  f(— X)       rdx  /f(x)— f(— X)        xdx 


rf(x)  

Solution.  1"  f(x)=  ^     ^—00  ,  donne  x'+r'— 0,  x«=f|/— 1, 

*=^^f^'^^"T'^'^'^^^'     donc 
Ax]  +  f(-x)        r(ix    ___«   ^^ 
0  ' 


2*  »(x)=-— :_       -*oo  ,  donne  a;=*|/— i,  «==^ 


iA  =  |-f(»»^^);     donc 


0  ' 

Remarque.  Si  dans  les  form.  (69) ,  (70),  on  pose 


(70) 


ax\^^\ 


ï[x)^e 
on  reproduit  respectivement  les  formules  de  Laplace  : 


oo  co 


/reosox    .        «  /^xsmox  . 

0  '  0  * 

Corollaire  1.  Si  dans  les  fora.  (69)  et  (70),  on  change  f(x) 

f( — x|/^  ),  f(rK — 1  )  devient  f(r),  et  r  est  alors  essentiellemeoi 
positif;  par  conséquent  ces  formules^  pbur  r  positif  deviennent 
respectivement  : 


0      « 


0 

On  peiii  donner  ù  ces  expressions  une  forme  plus  simple ,  eri 
posant 

car   alors  on  obtient  : 

00 

Jf(r)  =  /,(x)-^,     r>0,        (69") 

0 

OD 

|f(r)  =  /,(x)-^.     r>0.         (70") 

0 

Corollaire  2.   En  différentiant  ces  dernières  ;  n  fois  de  suite 
par  rapport  à  r,  on  trouve  : 


(  175  ) 

00 


?'"'W=/^|?Tî^i*w*'. 


Les  differentiations  indiquées  s'exécuteront  aisément  en  posant  : 

—1 .(       *        I ! t 


et   l'on  obtiendra  : 

»eos|(n-J-f)arclg—  i 

l.fC)(r)  =(-|)"1.2..«  /        ;    ,        4(n+î)         '(*>*'  ' 

*  sin  I  (n-j-l  )  arc  tg—  | 
Jp-)(r)«(_l)M  .3..«  /  — ^ ^(iqiïp-  K^)^  , 

0  r>0,         (70'") 

Coro/faire  3.  Si,  dans  ces  dernières,  on  pose  : 

1  cos*Ç 

'•^rtsè,   ^^^,  ==-77-'  «"*  ''«"'tes 


00  "2" 


0^  I  ,  répondront  les  limites  ^=>  |   ,  et  Ton  aura 


T 


T/-)(r]=  L}ï^2^::ILj^^[rig^)  cos»-^|  cos  (n+ljl^^/^  , 


r>0,         (69'^) 

T 


r>0.         (70'^) 


"/  jii«L  «.* ,  donne  «.'-'^'  ^^_^^ 


0 


2 

I 


1  '^ 


«    rM-     d'où-- 
Sidans;esfor«n.(7lV^''^' 


cosaf- 


0 

.     -  rie   rtutC9»rt'« 


0 


(  177) 

Solut.  J/x)=a— = «00  ,  donne  x,— 0,x,=rK— 1; 

|/— lx(«*+r') 

,      ,             r'Ude)                f(0)     ,  f(0) 

ïnc   e :=rfcif (ac)— > de*    •        •  '   ■  =  .— .>  g* 


k'— lrfc(dc»4-f")     >^— 1  21^-1' 

A  -=  î«(59  +  i.y^i  =  «[  (^0) — f  >V^  )  ]  ;  donc 
y?f(^)_^    _^^      .  (73) 

-^       a^^ZTT         x^x'H-r')      2'-  ^       ^     ' 

2-  MÉTHODE  DE  OADCHY. 

La  9**  méthode  de  Cauchy  ne  diffère  pas ,  quant  à  son  prin- 
'Â|»€,  de  la  méthode   12°^®.  Voici  en  quoi   elle  consiste  :   soit 

rt[x)dx  rintégrale  à  déterminer.  Décomposez  f(x)  en  deux  fac- 
teurs P  et  Q,  fonctions  de  ia^^   dont  l'un  Q  puisse  être  rem- 

b 

placé  par  une  int^rale  définie  équivalente  A/Rqz;  A  étant  une 

0 

<^onstante,  R  une  fonction  de  x  et  de  z.  Supposons,  en  outre, 

a 

que  l'intégrale  /P*R(Ix  ,   puisse  s'obtenir   par  les   méthodes 

0  a 

connues,  et  que  sa  valeur  soit  ^(z);  alors  on  aura  ff{x)dx  = 

h  0 

A  /^[z)dz.  Dans  le  cas  maintenant  où  cette  dernière  intégrale 

o 
peut  s'obtenir  par  les  méthodes  connues ,  la  valeur  de  l'inté- 
grale proposée  sera  déterminée;  dans  le  cas  contraire,  on  aura 
une  transformée  de  l'intégrale  primitive.  Voici  un  résumé  de  la 

naéthode. 

h 

On  a  :  f(x)=P.Q  ;  Q  =  A  f^dz;       donc 

0 
a  a  ah  b  a 

fi[x)dx^rV*Çldx=\r?'f^dzdx=Xrdzr?Kdx 

^0  0  0  0  0 

b 


=kr^{z)dz.         [et] 


TOME  7.    «™"PAllT.  23 


(  «78  ) 

1"  Exemple. 

Déterminer  la  valeur  de  l'ititégrale 

ac+a 

/  «-■e-'ix,  n<l. 

0  00 

1  1         /^ 

Solution.  Pesons  P=e-«,  Q= — =» — tt-  /  «'*~*€~**cf«. 

^      x"      r(n)  t/ 

0 

(V-  form.  (24),  2*  liv.)  On  a  donc  R«jB»-ie-«,  PR  — z»-^ 

l+z 

a 

PRrfx=3z°-^ — .  On  a  de  plus  A=- 

0  """^ 

donc ,  par  la  form.   [a)  : 

0  r(n)  ^  4-l-z 

Corollaire.  Pour  a  —  oo,  il  vient  : 

ar~"e"^ax  ■=  —  /  ^— —  =  ■  •  ■  . 

r(n)  «^      1-t-r        r^n)      sinnic 

(Voy.  form.  (56)  du  2*  liv.)     Comme  on  a  ; 

00  00 

fx'^e^dx  —*  j  x^'"'**"^e-*ia:=!  r(l  — n) ,    il  vient  : 

0  0 

r(l— n)— — — .  -T^—\  d'où  r^i— n).r(ri) 


V{n)     smnir  smn« 


2"*'  Exemple. 


Chercher  la  valeur  de  Vintégrak 


OD 


0 

m  est  un  nombre  entier. 


(  179) 


1         1      r 

Salui,  Pesons  P  =  e-««(e-»— i  )",  Q—  —77= :  /  z'^tr^Hz  ; 

A  =  - — — -.  On  aura  R=-z«e-^,  PR=e-(»+')*(e-*— 1]"2"  , 


00 


^  (r)  = /* PR  dx=2«  /'e-(''+'>*(r-*— l)-(/x.         (1 
0  0 

Soit  A  Id  caractéristique  des  différences  finies ,  en  considérant 
s  comme  variable,  et  soit  ^«sssri;  alors  nous  trouverons  de  la 
manière  suivante  la  valeur  de  ^(2).  On  a  : 

etc.  etc. 

Donc,  la  form.  (1   devient  : 


00 


i'^z)  =  z^  A  ^«•e-(''+*>*  ]  dx  , 


00 


==  z'A"  fe-^'^^^'dx , 


0 


Soit    a  =  A-| —  = l+A-j-l  ,   A  ^lanl  le  plus  gifand  en- 

''^''  contenu  dans  a,  on    aura  A<m  ,  puis  : 


V 


A"  jz^-îz^-i+  etc.  +  (— 1)^^^+(— O^^'TTJ  j  • 
Mais  comme  A<ni ,  on  a  A"*  =  A"*'  ■=»  cic.  =  A«^*=0  ;  donc 


-—1 


(  180) 


00  ®     ——1 

Par  suiie  :    A(«)rf«=(-l)»«A-r»*+>    /*«_] ffl         (t 

0  c/  S'^Z     J 


Mais  on  a  : 


^-i 


dz 


ÎT 


•-  —1  3r  — " 


siD(a — A)^  '  sino^ 

Donc  : 

«/  sina»  sina« 

0 

On  tire  de  là  y  et  de  l'équation  (a)  : 


oo 


OD 


.  ^.     X    f^iz]dz^ 7-T-T-' A*(«")-  (a)  j 


r(a+l)t/     '  '  r(a+l)sina* 

Cetle    intégrale  a  été   donnée  par  Laplace  [Calcul  des  Pro- 
babilitéSy  21^  édit.^  peg.  ^'6Z), 

Corollaire  1.  Cherchons  ce  que  devient  (a),  quand  on  suppose 
_=0,  a=A=  un  entier. 

Pour  cela  ,   déterminons  la  vraie  valeur  de     .  ,  qui  se 

sin  aie     ^ 

réduit  è  §,  pour  aa=sO ,  limite  inférieure  de  l'intégrale  ft[z)d^' 

0 


Or,  on  a  : 


sindir  d sin  an  ncosa*         frcosair 

da 


A"(W><)  ^^A-C^/^^; 


(m  ) 


OD 


ne  :  fi'{z)dz  —  (—1)"*»  ^'{,s'l  •  s)  ; 


0    » 


^  «-»      r(a+l) 

Poar  0=1 ,  cette  dernière  devient  : 

0 

Cette  int^rale  a  été  donnée  par  Laplace ,  Calcul  de»  prcba- 
ilUés,  p.  16S. 

Corolt.  2.  Si  l'on  pose  dans  (4,  r-"=r,m«r,r(a+0=l«2...a, 
n  trouve  : 

'      (/.«)•*»    ^    ^     "       1-2.,..o 

1 


Corollaire  3.  Changeons  dans  oeHe-ci ,  t  en  f"^  on  aura  : 

«/         (<•<)»+*  1.2  ..o"^       ' 

Pesons  a-{-l=r,  donc  a<r,  on  pourra  écrire  : 

i»«A'(«*^«)  «=  A'[(«»)*^»»«)] , 
par  conséquent  la  formule  précédente  devient  : 
1 

0 

>    ■ 

Cette  intégrale  a  été  donnée  par  L^endre ,  Exercices  de  cal- 
cul intégral ,  p.  372. 

Corollaire  4.  On  peut  encore  obtenir  f(z)  par  un  procédé 
indépendant  des  différences  finies,  et  par  suite ^  Tintégrale  pro- 
posée sans  recourir  au  calcul  des  différences.  En  effet ,  en  inté- 
grant par  parties  ;  on  trouve  successivement  : 


(m) 

00  00 

0  '       0 

CD  00 

etc.  etc. 

Donc,  en  multipliant  par  ordre ,  et  en  réduisant  : 


00 


^  ^  ^  (z+,Xz4.,4-l)...(,+z4-m) 

On  a  donc  : 

00 


par  suite  : 


r*dz 


L'int^rale  du  3^  membre  se  déterminerait  ^  en  décomp< 
la  fraction  sons  le  signe  /*  en  fractions  simples. 

Corollaire  5.  Si  Ton  compare  entre  elles  les  deux  valeui 
i^(z)  continues  dans  les  formules  (1^  et  (7,  on  obtient  : 


1*2 («-j-jK+m)       "    r/5-|.jj^wf-|-l 

Pour  z=0,  on  a  : 

M.  Caucby  y  traite  par  la  même  méthode,  un  grand  no 
d'intégrales  remarquaÛes  ,  pour  lesquelles  nous  renvoyoi 
Mémoire  de  Fauteur.  (Journal  de  l'Ecole  polytechnique ,  t. 
28«cah.,  p.  147). 
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li"**  Méthode. 

Détermination  de  la  valeur  des  intégrales  définies 

par  approximation. 

Lorsqu  on  ne  peut  pas  obtenir^  par  les  méthodes  connues ,  la 
valeur  d'une  intégrale  définie  sous  forme  finie  ^  on  n'a  plus  d'autre 
ressource  que  d'en  faire  l'évaluation  approximativement ,  soit  par 
le  développement  en  séries ,  ou  géométriquement ,  par  la  déter- 
mination approchée  de  l'aire  curviligne  comprise  entre  les  limites 
de  l'intégration.  Nous  donnerons  ici  les  quelques  théorèmes  élé- 
mentaires sur  lesquels  reposent  l'un  et  l'autre  procédé. 

1"  Théorème. 

Supposons  que  la  série 
f(x)= Uo+  u,  +  u,  +  etc.  +  Un  +  etc. ,         (a) 
dont  les  différents  termes  sont  des  fonctions  cofitinues  de  x  y  depuis 
Xsaa ,  jusqu'à  x=  b  ^  soit  convergente ,  je  dis  que  la  série  nouvelle 
b  b  h  à  b 

(74)   A(x)dx=  Aodx  +  /^u,dx+ /u,dx+elc.+ A       +  etc. 

«I  a  <»  a  .       '-^j  r    =;'■•■    ■ 

sera  également  convergente* 

à   ,  b.      ,  .    .     , 

Démonst.  En  effet,  en  posant  /tio^^^sUo /ti*<ix3cU, .   etc. 

a  a 

b 

I  t/nrfx=U    ,  etc.,  on  aury  : 
b  a 

r{{x)dx=Vo  4-  U.  +  etc.  +  Un  +  etc.        {0) 


1 1 


Or,  la  série  (a)  étant  convergente ^    on  a  îin=0,    pour   n 

iafini.  Par  conséquent ,  dans  la  même  hypothèse  de  n^  on   aura 

b 

VJa=yt/n(ix=aO^  donc  la  série  (/3)  est  convergente. 

a 

Remarque.  Admettons  que  la  série  (a)  reste  convergente  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6,  mais  qu'elle  de- 
vienne divergente  pour  l'une  de  ces  limites;  ou  pour  toutes  les 
ikux;   alors 


(184) 

i*"  Si  la  divergence  a  lieu  pour  x=^a,  la  série 
b  b  b 

I  i(x)dx  =  I ujix  +  /  w.dbc-f-  etc.,     sera  convergente. 
S"*  Si  In  divergence  arrive  pour  xs6,  la  série 
/  f(x)(fc  =  fujkt  -|-  /  u,ix  -f-  etc. ,    sera  convergente. 

a  o  o 

3"  Si  la  divei^ence  a  lieu  pour  x=sa  et  xn6,  la  série 

I  f(x)dx  =  fujix  -^  jutiix  -f-  etc. ,     sera  oonvcif ente. 

a-^da  o  ^da  or^da 

II  est  bien  entendu  qu'il  faudra  ici  comme  dans  tous  les  ca  ^i 
analogues ,  poser  da = 0 ,  d6  sa  0  ,  après  les  int^rations*  (  Voi  m 
l'introduction  )• 

2-  TnÉORèME. 

f  (x)  étant  wie  fonction  continue  pour  UnUes  les  valeurs  de  \  ^ 
depuis  x=a  jusqu'à  assb,  si  l'on  suppose  h — asamhy  je  dtJt 
que  la  somfne 

li[f(a)+f(a  +  h)-|-f(a  +  2h)  ...  +  f(a+ HT^h)]  ,     (a) 

b 

s\ipprochera  indéfiniment  de  l'expression  /  {{%)dx  y  à  mesure  qu^ 
le  nombre  m  augmente. 

Démonstration.  Comme  on  a  A= ,  Ton  voit  que  h  dî- 

ift 

iiiinue  à  mesure  que  m  augmente;  de  plus,  pour  m  infiniment 

4— a 
grand ,  l'expression deviendra  une  différentielle  telle  que  da 

Or,  en  mettant  la  somme  (a)  sous  la  forme 

m  m  m  m 

on  aura  ,  pour  m  infiniment  grand  : 

(ia[Ho)+f(rt  +  drt)  +  f(«+2A»)  +  ...  +  b 

{(a+m^da)]  =  f{{x)dx 

d'où  il  suit  que  fi^j)dx  diiïrrera  d*aulant  moins  do  In  somme 

é9 
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n  sera  plus  grand  ;  on  pourra  donc  écrire  ^  pour  de  grandes 
rs  de  m  approximativement  : 


;)(ix-A[f(a)  4- f(a+A)+f(a+2A)+...4-f(a+ W--4  h)].    (7K) 

second  membre  exprime  la  somme  des  rectangles  inscrits 
pour  base  h,  ec  pour  hauteurs  fes  ordoonée»  t(a) ^fi/Ê+h), 

ih!) ,  ,».  {{arj;'m — ih},  de  la  courbe  ya8f(x>|  dont  Taire 
i  comprise  entre  les  ordonnées  extrêmes  f(a),  f(6);  est  exprimée 

*f(x>it. 

RwMrque.  On  turait  une  expression  plus  approchée  de 
ime  aire ,  si  on  prenait ,  pour  h  représenter ,  la  somme 
eclangles  ayant  pour  base  h,  et  pour  hauteurs  respeeti- 
Qt  lea  ordonnées  de  la  courbe  ym^^z),  qui  répondent  au  mi- 
le chaque  base.  Ces  ordonnées  étant  fCa-f-i^)» '^^'H*)»  •  • 

h)f  on  aurait  approximativement  : 


:)dx~hina^hh)  +  t^ailh)+...  +({a+^!LS  (76) 

'  Remarque.  On  peut  encore  obtenir  une  valeur  à  appro- 

de  la  même  aire,  en  considérant  cell^ci  comme  peu  diflié- 
de  la  soqime  des  tri^pèzea  in^rits  à  la  coui:be  y^Kx), 
même  hauteur  h  y  et  étant  tous  compris  entre  les  ordon- 

extrêmes  ((a),  f(6).  Ces  trapèzes  ayant  pour  expressions  les 

lit» 

^f(a)  +  f(a+A)3,  W(a+ft)+fC«+^)]>  etc. 

|A[r(a+m— IA)-f  f(»)], 

M  y  en  ajoutant,  et  en  réduisant  : 
h 


f(a+m-ih)+'^Kb)l         (77) 

3*"'  Théorébie. 

ni  y«.9>{x)  =A  +  Bx  + Clx*+ etc. ,   l  équation  de  la  courte 
iqve  ,    qui  passe  par   les   extrémités  des  ordonnées  f(H)  , 
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f(a4-h),  f(a  +  2h),  ...  ,  f(a  +  m— I  h)  ,  je  dis  que  l'ofi  aura  ai 
pfoximativement  : 


b  h 


fmdx  =^ff(x)dx.        (78) 


5 

Démotutraiùm.  En  effet  Taire  ff(x)dx  ^  différera  (fautant  moii 
de  Taire  /f(x)dx ,  que  le  nombre  des  ordonnées  {(a),  f{a+A),  et 

sera  plus  grand ,  c'est-à-dire ,  que  le  nombre  m  sera  plus  oon! 
dérable. 

Remarque.  Lorsque  la  fonction  f(x)  est  connue ,  on  la  déveto 
pera  en  série  eonvei^ente  (si  cela  est  possible),  et  on  détarmine 

la  Taleur  approchée  de  f((x)dxy  à  Taide  du  i""'  théorème.  Hc 

a 

si  la  fonction  i[x)  est  inconnue,  et  qu'on  n'en  connaisse  qu*i 
certain  nombre  de  valeurs  particulières ,  répondant  aux  absdss 


o, a+A,  a+2A,  ...  a'\-m — lA, 

h 
alors  il  faudra  déterminer  la  valeur  approchée  de  /  f{a:)dx ,  par 

a 

form.  (78),  ou  par  Tune  des  formules  du  2*  théorème. 

Exemple.  Si  f(x)  désigne  la  probabilité  qu'une  personne  ^ 
encore  après  x  ans ,  alors  f(x)  sera  une  fonction  inconnue ,  Ao 
on  connaît  certaines  valeurs  particulières  au  moyen  des  tables  < 
mortalité  ;  on  pourra  donc  faire  servir  Tune  des  form.  (75),  (7£ 
(77)^  (78),  au  calcul  de  la  vie  probable  de  cette  personne.  Supp 
sons  qu'on  demande  la  vie  probable  d'un  vieillard  de  82  ans.  ] 
probabilité  f(x)  que  cet  homme  vit  encore  après  x  ans ,  devien 
d'après  les  tables  de  mortalité  : 

pour        x=»0,  2,  4,  6,  8,   10,  12, 

on  a  donc,  par  la  form.  (77) , 
1 

y>(xyx=2[i  +  ^+^+^+^  +  ^]  =  i,«0  ans, 

0 

Ccst  la  durée  moyenne  chcrohéc. 


(187) 
!'•  NOTE 

Sur  le  développement  des  intégrales  ye-**dx,  fe^^^dx , 

0  * 

en  fractions  continues,  d'après  Jacobi. 
(V.  le  Jowital  de  Crelle ,  l.  vu). 

ioil   r  — c**  /  e~*'(fa,  on  a,  en  différentiant  : 

X 

00  00  00 

X  X  X 

Soit,  pour  un  moment ,  yr-*'(fe=î»(x)  -}•  c ;  d'où 

^dx  —  d y(x) ,  e-**  =    ^^    ■  =  f («)  ;  on  a  donc  ,  par  le  prin- 

ax 
h 
d/t(x)âx  r 

cipe  -2 =— f(a),   rexpression  d  /  er'*dx=s—er**dx; 

da  ^ 

X 

lonc  itoa=a2xtHix  —  c~**  •  e*'rfx  =3  (2jpep — i)d». 

De  là  on  tire  : 

dv 

— -=2xt;— 1  , 
«te 

ife*  rfx  ^       ' 

rf^v       ^    d*t;       ^  ^  dy 
-—•=:2x h2«2 —  , 

etc.  etc. 

d^+^y d"i;  d»-*^y 

dâ?^'^      "^"*'       d?^' 

divisons  celte  dernière  égalité  par  le  produit  1  «2  ...  n,  il  vienl  : 
_{n^K)d^^H  2x  d°t?  2d°-^t; 

l-2..(n+l)dx°+i  ^  1.2..  ndx»  "^  1-2  ..  (n— Ijdx-^-^  "      ^ 

Q--  d"t?  dv 

*^Oaiion  (1  pourra  s'écrire  : 

(n+l)Vnn«2xt;n  +  2t;a-.i;        (2 
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on  en  tire ,  en  Iransposant  : 

—  2v„^i  =  2w„  —  {»+!  )!;,n.  (3 

Pour  n— «0,  on  a  — âv.i— i9xv« — «?,«=s2xt)  —  2acv4-l=I. 
Multiplions  (3  par  «",  on  aura  : 

—  2ap»twi=  2x»*H;,  —  (n-f  IJartbti- 
Multiplions  et  divisons  le  dernier  terme  de  eelle-ci  \mr  2j 
il  vient  : 

Soit  a  mm  ——    cette  dernière  devient  : 
^      2x' 

— -SxH;»,!  —  2x»+»t;n  —  (n+  i  )2çx?+*t?ati.  (4 
On  peut  donner  à  tous  les  termes  de  celle-ci,  une  fon 
positive,  en  observant  que  ( — 1)^^,  (-"1)*j  ( — l)^*i  donner 
pour  n  pair,  la  suite  des  signe»  — ,  +,  — ,  qui  est  oelte  i 
termes  de  (4  ;  et  pour  n  impair ,  la  suite  des  signes  -j- ,  — ,  - 
Donc  en  changeant ,  dans  ce  second  cas ,  tous  les  signes ,  on  i 
produit  ceux  des  termes  de  la  relation  (4.  On  peut  ^ene  écrire 
la  place  de  celle-ci  : 

(— l)»-i2x-t;,^i  =  {— l)*2x»+»tC  +  (— l)»*H«+*)9*2a:^«^ti. 
Or,  si  nous  posons 

on  aura  :     yn  — (— l)*-^»2a:»t;n-i ,  ynt«=(— iy^^2«»+*r„ti  ; 
de  plus,      yo  — (— l)'"^2i?(^i  =  l ,  y,s=2xt), 
Par  là  (S  devient  : 

yn=ïuti  +  (n+l)gïnt«.        (6 
De  (6  on  tire,  pour  n&=sOyl,2  ...  n — l,n  , 

y.  =  y3  +  âjjf4, 

etc. 
yn-1  =  y»  +  ngynfi , 

yn=yiiti  +  (w+i)gynt2- 

On  lire  de  ces  relations  : 

y>  y.  y. 

y.  ».  y» 

Ole.  etc. 
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— r — =l^--i — ! 12 ^  OU  : 

ynfl  yntl 

etc., 

Vnti 

J_ 

i+— — — • 
y«+i 


lis.  on  a  : 


co 


y. = 2x« = 2a;e*' A  -*'<&  ; 


ans  celte  fraction  q  »  — -^   est  poskif. 

éniontrons  que  le  reste  ^y»»'^  ^  toilement  positif. 

yiitt 
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Pour  cela  on  a  : 

00  GO 


rs=ie* 


*  /  e       dxs=sé^   Ce    *  dr. 


Soit 


X 
.00  00 


il  r=r+x,  alors  t=  |   ,  répondent  à  ^=-  {   ,  ei  Ion  a  : 


r=c' 


«•  /%-»■+->'■«. 


•/ 


Comme  e^    est  constant ,  on  peut  mettre  ce  facteur  sous  l< 
signe  /,  alors  on  a  : 


0 
Différentions  celles-ci  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  x 
il  vient  : 


dx       •/ 


dx 

0 

00 


dx*      J 

0 

etc.  etc. 

die-      •/ 

0 

Par  conséquent  : 

0 

1  •M  ...  n  A 


0 

QD 


1.3  ..n^  = 


os 

Mais  on  a  :  2^nti^( — l)'2x^^Vn  ; 


1  •a  .•  n  *^ 
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E»«"-   suite  :    y^  «      <^''>°"^*'         f\r 

"         1.2..  n(n+l)  /  ^^ 


X 


c.  — — -ss__ ^ — .      (lou  : 


« 


Donc,  si  X  est  positif,  le  reste — '     ^•^°*'  sera  positif.  On  a 

donc  :    /   e       rfx=--— .-—  ç 

X  i+  ete.  à  l'infini. 

L«a  valeur  de  fe      dx,  est  comprise  entre  deux  réduites  con- 

sécutives  quelconques  de  cette  fraction  continue. 
Corollaire  i.  Comme  on  a 

/e""**rfx=  A""*  dx  +  A""""  dx^^  T  ,  il  vient  : 

0  0  a; 

/^        ^'  X        1+., 

*  i  +  etc. 

0 

Corollaire  2.  On  a  aussi  : 

o  0 

C'oroUaire  3.  On  a  : 

^e-''(lx  =  A-'^'rfx +/%-**  *r=iV^^  + 

— -X  — «  0 


e    "^dxssjl^^ r^TT"  9 


/ 


*  —se'  A 


0  ' 


(m) 

2-  NOTE. 

Formules  générales  pour  la  sommaHon  des  séries  mfimm 
et  composées  d'un  nombre  fini  de  termes. 

Cette  note  est  le  résniné  (hme  noayeHe  méihode  de  somta 
des  suites ,  publié  par  M.  0.  SehIOrmIch ,  professeur  à  Tuniv) 
de  Yéoa.  (Voyez  Neue  Méthode  zur  Summirung  endliçher 
unenldlicher  Reihen ,  von  D'  0.  SchlômUchy  Grafswald,  U 

1"  ProbUmb. 

Chercher  ta  somme  des  stiites  infinies 

if(0)+l(l)cosx4.f(2)cos2x  +  etc.,    0<x<t. 
ltl)sin«+'l^»*"?i-f  etc.       0<«<t. 
Solution.  On  a ,  par  les  form.  (69") ,  (70") , 

r     r       ,,j       ^A     /  V      f(— rt/Iir)+f(je|/I 


oo 


2  0  ^+^  2k^^ 

En  multipliant  la  l'""  par  sinrx,  la  2^*'  par  cosrx,   il  vi 

oo 

«■  ^/  V   .  /*  r  sin  rx     ^  .  _ 

-f(r)  sin  rx  =  J    ^,^^,   K«)d» ,         (« 

0 

fO 

-.f(r)  cos  rx=y    ^  .  ^.   ^K^)^.        (^ 

0  "^ 

Pesons  successivement  r« 0,1  y  2,3,  etc.,  en  ne  prenant 
la  moitié  de  (Py  correspondant  à  r=::0,  on  trouve  : 
f(i)  sin  X  +  f(2)  sin  (2x)  +  f  (3)  sin  3x  +  etc. 

Asinx    ,    2sin2j7    ,    3sin3jz  1   ,.. 


0 

00 


T  e  — c  ^ 


%J  e     —  e 

0 


^^z)iz  ,         (  t 
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5  'XO)-f  M)cosx  +  f(2)cos2x  +  f(3) cos 3x  +  eic. 

r\    I     ,   zcosx  ,   «cosSx   .   zcosSx   ,        "1.,., 

CD 


*  e    — e 

0 

(1  et  (9  sont  les  sommes  demandées;  il  reste  à  démontrer  que 
séries  sont  convergentes* 


\*'  Convergence  de  la  iirie  (1. 

Désignons  par  L  et  M  respectivement  le  minimum^  et  le  maxi- 
mum des  valeurs  que  reçoit  la  fonction 

«luand  z  varie  entre  0  et  oo .  Comme  le  facteur 

ï(ir— «)         — i(ir— a:) 
e  —I? 


«s         —ira 

c    — e 


positif  dans  cet  intervalle ,  nous  aurons  : 


«('»—«)      ^— »{»—») 


^  9/  e    — e 

0      00 

^^ Mdz.      (4 

e    ~c 

^ais  on  a  : 


00 


»  («—  x)%        — (k— a?)f! 


e    — e 

00 


o  c    -e 


[«("-*>'--  e-(»  -»)»  ]  rfj 1 
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=/' 


0    „ 


1  — e 


[e^        ' — e    ^       '  \dz[e       -f-e         +c        -f-clc.  1 


00  QD  OO 


0  0  0 

0  0 

i  2x  2x 

= T"":^ ; —  etc. , 

X       (2t)'  — X*        (4jr)'  — X'  ^ 

=  i  col  jx,  (Voir  Cauchy ,  Anal,  algéb.,  p.  ZTtiy 

Donc  les  relations  (3  et  (4  devfpnnenl  : 


- 


Donc  si  L  et  M  sont  finis,  ee  qui  exige  que  f( zK — 'S    )' 

f(zy — 1  ),  restent  finis  pendant  que  z  varie  de  0  à  oo  ,  il  est  ^^l^^"^ 
que  la  somme 

f(i)  sînx  -*-  f(2)  sin  2x  +  etc.  , 

étant  une  moyenne  entre  les  quantités  finies 

iLcol^x ,  ^Mcot^x, 

sera  elle*méme  finie  ,  et  par  suite  la  série  ,  qui  la  compose ,     .^^cra 
convergente. 

T  Convergence  de  la  série  (2. 
On  peut  mettre  le  second  membre  de  la  série  (2  sous  la  for  «^^^ 

/   — ' *Z*  — — — ^— -Ag- 


(  las  ) 

le  facteur  -^ —=z =Fj  resie  fini  de  z=0 

jr  =  oo  ;  puisque  nous  supposons  que  ({—zl^ — 1  ),  f{z^ —  1)  , 
estent  finis  dans  cet  intervalle.  Cependant  pour  2=0  ,  on  a 
'«"5— — r(0).  II  faut  donc  encore  que  l'expression 

îste finie  pendant  que  u  varie  de  0  à  oo,  et  z  de  — oo  à  oo  . 
elaposéy  nommons  L^  M,,  respectivement  le  minimum  et  le 
laximum  qu'acquiert  le  facteur  F,  pendant  que  z  varie  de  0  à  oo  ; 
'S  valeurs  extrêmes  seront  finies ,  et  Ton  aura  ; 


r 


CD 

c  ^         +  ^  f(— rl^  —1  )  —  t(zV—\  ) 


e^^-r""'  2^— 


co  , 

\{ic — x)        — z(« — z) 


e    — e 


>  7 ^ ;5L,dr,      (K 


IIS  on  a 

GO 


/•  2(» — aï)  ,      — 2(w — x) 
e  +  e 

'    „;'     ^^,'-     'gM,.(fe.;    (G 
e     4-e 


\ 

e  +^  j  /»    — za;     ,     ,      r    — (2ir+a;)z     ,     !   . 

— zdz  =  1  (i        zaz+  I  e    ^    ^  ^  zrfz  + 


itz         — uz 

e    — e 

e  0. 


0  0 

1  .      1       .      *      1        1      ^      ,      *      . 

L.  — 4-  etc.  •+•  7TT- — ^-U  - — ^ +ele. 

liCs  deux  séries  dont   se  compose  le  ^  niembre  étant  con- 
rgenles   pour  0<x<«",  ce  second  membre  i  aura  uoe  somme 
tic,  que  nous  nommerons  S  ;  donc ,  en  ayant  égard  aux  relations 
et  (6 ,  il  vient  : 
If(0)-f.f(i)cosx  +  f(2)cos2x+eic.=moy.  JL,S,M.S}  ; 

j  cette  moyenne  étant  une  quantité  finie ,  la  série  aura  une 
mme^  et  sera  par  conséquent  convergente.   Nous  devons  obser- 

•r  que  l'expression  moy.  |  «,  /3  |  ,  doit  s'entendre ,  avec  Cauchy, 

^ne  quantité  comprise  entre  a  ei  /S. 


4z. 


(196) 
Corollaire  1.  Pour  x=»0 ,  la  série  (2  donne  : 

0 

Cette  expression  est  susceptible  d'une  I^ère  transformatioi 
car  on  a  ; 


e    — e  e       — 1  e      — 1 


On  a  donc  : 


/*  ira  , 
€     — 


J^ITZ^^-XZ    f(_^|^_^    )_f(^|/_|    ) 

■  • az  ^=^ 

y ^:^f '^+ 

0  00  

0 


Mais  en  multipliant  par  dr,  l'expression 


0 

et  en  intégrant  entre  r=0;  oo   on  aura  : 


0  0  0 

ou ,  à  cause  de  /_£_!!_  5=  JL 

«  0        ^ 

-i -i=J idz  =/f(r)rfr  , 

0 

/f{s)(fc  ; 

0 


(  fé7  ) 
I  a  donc  :         ^  f(Oj  +  f(<  )  +  f(2)  +  elc.  = 


•  < 


0 

Corollaire  2.  Pour  x=:«  ,  la  série  (2  donne  : 
'(0)  — f(l)  +  f(2)--etc.  = 


(0 


00 


r-. 


2       fi-a/-i)-nzy^ 

'dz.  (10 


) 
En  retranchant  (10  de  (7,  on  a  : 


A 


^ dz.  .   (H 

e*    — € 


0 


Cette  dernière  expression  est  susceptible  d'une  légère  transfor- 
ation  9  car  on  a  :  ^ 


^nc  Tintégrale  à  droite  de  (11 

^  A(-^t/i:t)-f(^i/ciï) . 


ak'^T 


!/; 


+1  2i/-:r 

0 


"/     ■  J    e"'+l  2|/=:Î 

0  0 

onc  :  f{\)  +  /•(S)  -I-  f(5)  +  etc.  = 

00 


y  t/    e     +1  2|/— I 


(  198  ) 
Corollaire  3.  Pour  x=-^t,  la  série  (1  donne  : 
f(1)— f(3)-l-f(S)  — etc.  - 


«9 

9/     e      -h  e 


+ 

2""  Pbobléme. 


Chercher  la  somme  de  diacune  des  suites  infinies  : 
i  ((a)  +  {{a-h  i)4-  f(o+2)  +  etc.  , 
i f(a)  —  f(a+l)  +  fïa+2)  —  elc.  , 
i[a^  1)4-  (^a+  3)  4.  f(o  +  5)  4-  etc. , 
f(a+ 1  )  —  f(a  4-  3)4-  f(a  4.»)  —  etc. 

Solution.  Si  nous  remplaçons  dans  les  form.  (9,  (10,  (13,  (S  • 
f  (2)  par  f(o+s) ,  on  obtient  : 

1  •    5%)  4-  f(«+ 1)  +  f(a  4  2)  4-  etc.  = 

Â(„+,)te4.2    /-'    rf.        f(a_.|/r:ï)-f(„  +  .>^=r> 

0 

donc  à  cause  de  ^38™)  : 

(I).     ^f(a)+f(a+l)+f(a+2)  +  ctc.  == 

co 

ft^a+z)dz-  jËLr(a)4-^r(«)-ete.4. 

0 

1  ...  2n  ^  '  ^  1  ...  2«+2 

2*    ÎM  -  %+ 1)  4  f(«42)  -  ...  = 


!/ 


(2'— 1)B.  _,  ,  ,    (2<— !)Bj  _„, ,        .      , 
[  Voir  la  form.  (SS"»)]. 


(  199) 
f(a+1)  +  f(a+3)  +  f(a  +  «)+  ..• 


00  ^ 

f{[aArz)dz—  j  ^ 

0 


CD 


0 


Cr.    X    X .    .    (2'— i)B«  „,  ,      (2'— OBs  ^,,,  ,   , 
J  f(a4. z)rfz  +  ^    ^^     V(a)-  ^^    J^     r»  +  -  + 

'oir  la  form.  (38')]. 
f(a4.1)  _  f(o+3)  4-  fî[a+8)  —  etc. 

e'    -f-e    ' 

\ 


1:2    ^  '+  1..4 


BJ{a)—f^na)+  T^f"(a)-elc.  + 


1...2»         ^''^    1...2»+2  *"**      ^*^' 

Voir  la  form.  (38'')  ]. 
ans  ces  formules  on  a  O^f'^i,  Mm  >ai 

.       ^    ft«')(o+z|/^)  +  P«')(a— zk'^) 

im.  de  — ^ > a  >  pour  les  valeurs 

comprises  entre  0  et  oo  . 

Z""  Problème. 

Chercher  la  somme  de  dmcune  des  suites  finies  : 

f{»)+f(2)  +  f(3)+-.. +f(p). 

f(l)  -  f(2)  +  f(3)  - ...  +  (-!)!-> f(p) , 

f(l)+ f(3)  +  f(5)  + ...  +  f{p— 1) ,  p  étant  pair. 

f(l)—f(3)  +  f(8)-...  +  (—l)i^%(p—l),  pétant  pair. 

olution.  Pesons  dans  la  formule  1°  du  problème  précédent , 
0,  et  as=p,  on  trouvera,  en  retranchant  le  premier  ré- 
at  du  S'  : 


(200) 


co 


2 


OD 


(* 


[2?  9 


— """^ 


((p+i! 


n 


(D 


-\ 


/  7*^^  înaéocndants  de  p.' 

V  .     ,  C  tous  les  termes  .ndepen^ièsig 

on  a  désigné  p^^C  ton  ^^^^^^  ^  ,  et  q^ 

dans  la  formnle  ^"^^,,,^=1}^}^^^=:^^^^  '''' 


M„letnaxim<ï<' 


(  201  ) 
tt  aux  valeurs  de  2  depuis xz a 0,  jusqu'à  «i^oo,  on  troute  : 

1(2)  + . . .  4.  f(p) = c  +  i  f(p)+  /r{p)dp + 


2*  En  traitant  de  même  les  formules  2**,  3^  4*",  du  problème 
ksédeDt ,  on  trouvera  San»  peine  : 

)  -  f(2)+f(3)- ...  (-l)P-if(p) =(i  +  (-1)'^4<(P)  + 


•12/ 

y    e"«_c-""  ,     2»/=î 

0 


(-i)'(a»»*«-T.i)Bte« 


Ma 


!      Cvi) 


l,..2n-h2  :•  *^* 

)  +  f{3)  +  . . .  +  f  (p— 1  )  -  C  4- l/f  lp)4» — 

/*   dz       f(p+z|/Iin  — f(p— gt^^) 

=  c+i/f{p)dp-{{?l^p(pi~itî^P"(p)+...+  • 

-J)-M2»^i-i)B^  (-i)-(2»a«-l)B«>'«  j 

1...2n  ^P^^^         1...2n+2  '"      jl^'' 

[Voirform.  (SS'^)].  ' 

•)  -~f(3)  +  ...  +  (_|)*^^f{p-l)  =  C+ 

..*p-i  r     '^         f(p4.z»/IT)  +  t(p- z k"=T ) 


TOUS  7.    2""  PART.  26 


(  202  ) 

Les  seconds  membres  de  ces  huit  formules  constituent  des  séries 
qui  convergent  jusqu'à  un  certain  terme ,  à  partir  duquel  elles 
commencent  à  diverger  de  plus  en  plus  ;  il  ne  faut  donc  continuer 
le  calcul  de  ces  membres  que^  jusqu'au  terme  où  la  divergence 
commence ,  c'cst-à-dirc  jusqu'au  rang  pour  lequel  le  reste  de  cha- 
cun de  ces  membres,  acquiert  sa  valeur  minimum. 


FIN    DU   DEIXIÉME   LIVRE. 


III-  LIVRE. 


IMPRESSION  DES  FONCTIONS  ARBITRAIRES 


PAE 


DES  INTÉGRALES  MULTIPLES , 

ET  DES  SÉRIES  A  QUANTITÉS  PÉRIODIQUES. 


Oans  ce  livre  il  s*agil  de  la  conversion  des  fonctions  arbitraires , 
I  spécialisées ,  en  séries  convergentes  composées  d'une  infinité 
termes  dont  les  valeurs  se  reproduisent  périodiquement ,  et  en 
%rales  multiples ,  présentées  sous  une  forme  finie.  Nous  le  par- 
erons en  plusieurs  Sections;  dans  la  1'*"  nous  établirons  les 
ncipej  fondamentaux  de  la  théorie  -,  dans  la  3°"%  les  séries  pério- 
ues  de  Fourier  et  de  Lagrange  ;  dans  la  3°"*  les  intégrales  de 
irier ,  dans  la  4"*  les  séries  périodiques  et  des  intégrales  dues 

irrationnelle  ■ 

l'«  SECTIOIW* 

PRINCIPES  FONDAMENTAUX  DE  LA  THÉOKlL. 

THÉORÈME  FONDAMENTAL. 

L  étant  un  nombre  positif,  l*»  si  f(t)  est  une  fonction  qui  demeure 

c,  pour  toutes  les  valeurs  de  t,  depuis  t=»a  jusqu'à  t^^—b,  on 

h 

«  :  /"f(t)  e"^*^-^  =cx  0  ,  pour  k  —  00. 

a 

!•  Si  la  fonction  f(i)  devient  infinie  ou  indéterminée,  pour  une 
n<r  t=tf ,  non  située  en-dehors  de  r intervalle  des  limites  a  cl  b , 


(  Î04  ) 
b 


on  aura  encore     (1  )      /  f^l)  e*"^**^^  -»  0 ,  pour  k = 0  , 


a 


pourvu  que  la  condition 

(2)    da.f(^±da)  =  0  , 
soit  remplie. 

Démonstration.  Il  y  a  plusieurs  cas  à  dislioguer ,  savoir  : 

l"*  La  fonciion  f(0  reste  finie  et  continue  entre  a  et  6; 

2°  Elle  devient  une  ou  plusieurs  fois  discontinue  entre  a  es.     é 

y  Elle  devient  infinie  à  la  limite  inférieure  r=a; 

4"*  Elle  devient  infinie  à  la  limite  supérieure  t^b  ; 

5""  Elle  devient  infinie  pour  f=a,  a  étant  compris  entre  a  ec    ^ 

1'^  Cas. 

On  a,  par  la  form.  (1!J)  du  i"  liv.  : 

b  

f  f(0  e-^^^-^(ft= (fa  [  f  (a)e-^«^-^  +  f(fl + da)  e-kC^+A»)»^-  * 


=  e'"^*^^^Ai[f(a)  +  f(a+da)c-^^**'^ 

+  ...  +  f(a+ïï^da)e"^("~*>*»'''^^  3- 

Gommc  la  fonction  f(0  est  continue  par  hypothèse^  depuis  i^==^  ^ 

jusqu'à  /ss6,  aucune  des  expressions  f(a),f(a+^)9...f(a-f-ii — id^x^y 
ne  deviendra  infinie  ou  indéterminée  dans  cet  intervalle  ;  de  plu^) 
comme  on  a ,  à  cause  de  A;  positif , 

é^       ""^«0,  pour  A;  =  x  , 

il  vient ,  pour  cette  valeur  de  h  : 

b 


fM) 


a 

2""  Cas. 


Supposons  que  la  fonction  f(0  devienne  indéterminée  pour  ï« 
a^a^b  ;  dans  ce  cas,  Téquation 

représenie  unr  courbe  composée  de  deux  arcs  de  courbes  diverse^ 


(  205  ) 

le  l""'  de  ces  ares  aura  pour  ordonnée  finale  f(a],  et  le  2**  pour 
ordonnée  initiale  î(ct).  Si  donc  ces  arcs  appartiennent  à  des  courbes 
JifiTérentes,  caractérisées  par  les  équations 

Ton  voit  que  l'expression  f(a)  y  a  la  valeur  double  f[ci\ ,  et  %(a)>  et 
par  conséquent  t{cii  est  indéterminée.  Mais  comme ,  par  hypothèse , 
fC^)  ne  devient  indéterminée  que  pour  t=^ay  il  est  clair  que  la 
fonction  9^^)^  sera  continue  depuis  ^na^  jusqu'à  /=a  —  da;  ci 
qi^ela  fonction  ^(0  inséra  à  partir  de  faa-^(ia,  jusqu'à  f"-fr. 
IWais  on  a  : 

h  ^^da  h 

a — da  b 

Mais  comme  chacune  des  intégrales  du  3^  membre  se  trouve 
dans  la  condition  exigée  par  le  l""'  cas  y  leurs  valeurs  seront  nulles , 

et  Von  aura  : 

b  

A(0e~^**^""^=O,   pour  A=oo. 

a 

3™'  Cas. 

Si  Ton  suppose  que  la  fonction  f(0  devient  infinie  pour  /— a^ 
alors,  à  cause  de  f(a)«soo  y  l'expression 

h  _^ 

devient  en  général  indéterminée,  ou  de  la  forme  , 

b  

'f(Oe-^*'^"^^A=OXoo. 


/ 


Cependant,  si  pour  la  même  valeur  de  a ,  le  produit  da  {(a'\-da), 
d^ns  lequel  il  faudra  remplacer  da  par  zéro,  après  le  dévcloppc- 
*nem,  se  réduit  à  zéro,  on  aura  : 


(  30G  ) 


/"f(Oc~^"'^A=OxO=aO. 


a 

Remarque.  Cette  conclusion  subsiste  encore  si  la  limite  inrû*- 

rieurc  a  est  zéro.  Car  alors  on  a  : 
b 

fi{i)  e-^^^-^di  «  da  l  f(0)  +  f  (*i)  e-kda»^-i^     ^ 

:«  rfa f(0)  +  [  c""^*^"^  l^"*  [  daf((fa)  +  . . . -4- 

Comme  l{0)=:oOy  par  hypothèse ,  il  suit  que  l'expression  daX 
1(0),  ou  da({da)y  en  remplaçant  dans  son  développement  da  par 
zéro,  se  présente,  en  général ,  sous  la  forme  0x00  =  3,*  par  con- 
séquent le  ¥  membre  de  la  formule  précédente  est  indéterminé. 
Cependant  cette  indétermination  cesserait  dans  le  cas  où ,  après 
avoir  remplacé,  le  développement  après  da  par  zéro,  le  produit 
ifa f(da)s*évanouirait.  En  effet,  daf{0)=^0,  et  de  plus ,  le  facteur 

[e""^   ""^  ]^*  sera  nul ,  à  cause  de  e""^    ""^=  0 ,  pour  i  -«  oo . 
Il  est  manifeste  que  la  même  conclusion  subsistera  encore  pour 

6  —00  ;  en  effet,  alors  le  facteur  de  [e^^  ^*]  *,  dans  la  for- 
mule précédente ,  se  composera  d'une  infinité  de  termes  dont  aucun 
ne  devient  infini. 

Supposons  que  f(6)=x  ;  dans  ce  cas  ,  comme  on  a  : 

a4-H(fa==6,   a+n — 1Ai«6— Ai, 

on  pourra  écrire  : 
b 


(«)  fKty 


e-^t^-idt = e^*^**^  -*Ai  [  f^a)  +  f(a + da)e 

+  ...  +f(6-(ia)c-'*-"*^*^--^  1  - 
Par  conséquent  si  le  produit 

da  f  (6  —da) , 

dans  lequel  on  remplace  lia  par  zéro  après  le  développement,  c^* 
lui-mèmc  zéro ,  on  aura  : 

b 


a 


{  207  ) 
3Ue  conclusion  subsiste  pour  6^100,  car  alors  le  facteur  de 

au  ¥  membre  de  {a) ,  se  compose  d*une  infinité  de 
es  dont  aucun  n'est  infini. 

»"•  Cap. 

f(/)  devient  infini  pour  t=a:af  valeur  comprise  entre  a  et  6^ 
ourra  écrire  : 

h  a  b 


a 
a 


aïs,  en  vertu  du  i"*  cas,  l'expression    rt{t)e'^^^   '^'^it  est 

a 

3 y  si  la  condition  da{(a — ia)^=^^^  est  remplie;  et  en  vertu 

l 

5"*  cas,  l'autre  intégrale  /  f(0«""^*   ""^(ttsera  nulle,  pourvu 


a 


la  condition  daf(a-(-da)=-0  ,  soit  satisfaite.  On  aura  donc 

(  le  cas  actuel  : 

b 


y*f(Oe-k*'^-^-.0, 


a 


>n  a ,  en  même  temps  : 

daî{a-^da)  —  0. 

^tte  formule  serait  encore  vraie  dans  le  cas  où  Ton  aurait 
0,  6  an  00  ;  car ,  à  cause  des  remarques  faites  dans  le  3®  et  le 
as ,  les  deux  termes  du  ^  membre  de  (fi),  se  réduiront  l'un 
lutre  à  zéro  ;  donc  : 

J^{{t)e-^^'^^=^0.       (3) 

0 
lemarque.  Si  l'on  supposait  a» — oo  ,  Ai^go ,  il  viendrait  en- 

ï    /*f(0e""^*A=3O ,  pour  *=oo,  pourvu  que  Ton  ait,  en 

De  temps , 

daf(a+Ai)  — 0. 


(  308  ) 
En  effet ,  si  dans  la  formule  de  Cauchy 

f[t)  e»  00 ,  pour  <■■€+  e^^^i  , 
on  fait  f(t)— f{0«~^*''^=oo;  d*où  f(0=«,t— «,  il  vie 

Donc ,  pour  daf(a  +  da)  —  0 ,  on  a  A  ■='0 ,  et  par  suite 


f{(t)e-^^^-^  -  0.         (4) 


—  OD 


PROBLEME  FONDAMENTAL. 

Chercher  la  valeur  de  Fintégrale 
/ e  pour  k  =  oo  ; 

0 

on  suppose  que  F(t)  conserve  une  vafeur  unique  et  finie ,  pour  toui^ 
les  valeurs  de  i,  depuis  i==30;  jusqu'à  l«ic. 

e 

Solution.  Si  dans  la  form.  /e-"^**^^*f(f)A  «  o  ,  pour 


0 


on  fait  1(0  ass — i—  ,  on  au 


/vv  /f(0-  F(0)     -kti^Cn.,      »  , 

(3)  /  ^ —  -e  dt-^0,  pour  it—oo. 

0 

Cependant  il  convient  de  prévenir  ici  une  objection.  On      "> 
en  effet  : 


/F(t)  —  F(0)    -kt»'^       .  „-kc»^=î  r  F(0)-F(0)    , 

de  * 

=»*•§,  pour  k^r^QC  . 


(  209  ) 

D'après  cela ,  l'intégrale  dont  nous  cherchons  la  valeur ,  serait 
ëterminée.  Néanmoins ,  il  n*en  est  pas  ainsi.  En  effel ,  la  Traie 

cur  de  -^-^ ^-— ,  qui  devient  % ,  pour  r  =-  0  ,  est  une  quan- 

i  finie  y  y  compris  zéro,  ou  une  quantité  infinie.  Dans  le  1" 

,  on  a  évidemment  dc.g=0,  et  dans  le  2*,  on  aurait  encore 

§»0,  si,  d'après  la  remarque  du  S*"  cas  du  théorème  fonda- 

tntal,  Texpression  dc^{{a  +  dc):=dc{{dc)  était  nul  pour  de  — 0. 

,  on  a  ! 

ne ,         de  f(rfc)  «  F(rfc) — F(0)  =  F(0)  —  F(0)  «.  0  ; 
n  voit  donc  que  la  relation  (5)  subsiste  effectivement. 
Cela  posé ,  de  la  relation  (5),  on  tire ,  en  transposant  : 

(6) 


j^j^.^mn 


0  0 

Posons,  dans  le  2^  membre  de  (6) ,  kir=iz;  alors  les  limites 
■ij  ,  deviennent  z -ai  ;  ou,  pour  Aboo,  elles  deviennent  z^^i; 

0  0  0 

a  donc ,  pour  cette  valeur  de  k  : 


e 


00 


/_LLe  V/-F(0)    /l, 

O  0 

1 .  Corollaire.  De  Tcquation  (7)  on  tire  : 


-t^  » 


(7) 


'^{^)        I  j       17/Ai  r^oszdz 


y*Mcos*f*«aF(0)y*- 

0  0 

c  00 

/FW    .    .    .       «mv  /*sinzdz 
-iis.n*(A-F(0)y— ^ 

0  0 

Donc,  en  multipliant  la  dernière  par  K — 1 
:>utant  : 


«5  00 


/ 


^  e''*^^A«F(0)    /i!!l:!±,*  =  oc. 


(8) 
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C 

2.  Co9*ollaire.  En  différeiUiant  Tcxprcssion  /  — ^  e""^*    ~*c-< 

0 

par  rapport  à  *,  on  a  :  d*e""^**\""^sap-/k'-— 1  e""^*    ^^di - 
d'où  : 

'  0  0 

Donc,  en  multipliant  par  F(Od^,  et  en  intégrant  entre  0  cl  . 
il  vient  : 


co 


F(/)e-k*^-^(fc_     ..—    /-„,,,.   r.-ut^^i. 


Zl  y  PW diy  e  "■''**^^di4  , 


0  0 

k        c 


0         0 

On  a  donc ,  pour  A;»  oo ,  en  ayant  égard  à  (8)  : 


co 


F(0)  fil !^„_f<riyrf«yF(t)e-'>t'^-»A.        (9) 


0  0 

0 


Si  dans  celle-ci  on  change  F{t}  en  ?(x-{~0  y  on  aura  : 


CD 


•/= 


3.  Corollaire.  Si  dans  la  form.  (7)  on  change,  tour  a  tour^ 
F(Oen  9>(x-f-0  et  7(^  —  0,  on  aura,  à  sa  place ,  les  suivantes  "- 

0  0  [  ^7"- 


0  0 

On  trouvera  de  même,  à  la  place  de  la  form.  (8),  les  deux  foi 
mules  que  voici  : 


(  211  ) 


00 


0      e  0        „   *_  >     (8') 

0  0 

1 .  Remarque.  En  admettant  que  la  fonction  f{x)  soit  continue , 
^u  point  x=5Xy  on  aura  : 

f(x-}-d!x)  =f(x  —  dx) ,     ou    f  (x+0)«»f(x — 0). 

Maïs  si  f(x)  est  discontinue,  on  n*aura  plus  f{x-\'dx)^=sf(x—dx)y 
pour  c{xbO,  puisque  les  deux  membres  de  cette  équation  désignen; 
des  ordonnées  de  courbes  différentes  ;  dans  ce  cas  les  expressions 
f(*+O)(x  +  0)  et  f{x — 0)  ne  seront  point  identiques. 

2.  Remarque.  Nous  allons  déduire  du  théorème  et  du  problème 
fondamental ,  les  conséquences  immédiates  sous  forme  de  pro- 
'>lëmes  particuliers. 

1*"^  Problème. 

Chercher  la  valeur  des  intégrales 
f((t)  sin  ktdi ,  f{{t)  cos  ktdt , 

a  a 

dans  l'hypothèse  de  k  «s  oo  . 

Solution.  En  développant  e""^^  ^^,  la  formule  du  théorème 
fondamental  devient  : 

b  B  b 

J" {\S)e-^^^ -Ht  =  Al)  cosi/A  -l/in  A(l)  sin*^A=0 

^  a  a 

po^r  AsBoo  ,  et  f(l)  continu  entre  a  et  6.  On  a  done^   dans  les 

"^âsies  hypothèses  de  k  et  do  f(09  les  formules  : 
6  b 

(*  *  )        fiifi  cos  *IA  =  0 ,     fî(i)  sin  *l(f<  =  0.         (1 2) 

a  a 

Si  f(i)  devenait  infini  pour  1»-^,  valeur  comprise  entre  a  et  6, 

*^s   form.  (il)  et  (12)  subsisteraient  encore,  pourvu  que  la  con- 

^i  *îon  da  \{a  d:  rfa)  «  0  ,  soit  remplie  , 

^^     fesant,  comme  toujours,    (/a  =  0,   a|)ics  le  développement. 
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2""  Problème. 

Chercher  la  valeur  des  intégrales 
J^ï^sinktdî,    yliicostrdr, 

0  0 

pour  k=soo  . 

Solution,  Si — ^a  une  valeur  finie  et  unique  dans  Tintoj 
vallc  de  1  =  0,  à  i^c^  on  a,  par  la  form.  (7): 

0  0 

On  a  donc  aussi ,  sous  les  mêmes  condilions  : 

c  e 


jUlL  cos  ktdt  -V-  i  f^  smkuU  = 


CD  CD 

'eosrdz        .  V— riinzdz 


¥[0)fS21î^-}/Z^F(0)fl 


0 

On  tire  de  celle-ci  : 

e 


/F(0        >  >        -, -XX    /coszdz  .... 

-^ cos  itcfc  =  Fl^O)  ^ ;; ,  (lo) 

-i-i-  sin  ktdi  «=  F(0)y ; —  .  (14) 

0  0  " 

00  00 

M^-                 Pcoszdz              fs\x\zdz         jr 
Mais  on  a  :   /  sqo  .   / »  -^  . 

0  0 

c 

il  vient  donc  :    /  — ^cosA:/rf/  -»  x  ,  A««oo  ,  (15) 

0 
c 

J'—sin  ktdt  =  F(0) .  -^ .  !  1 6) 


u 


-  «-i/=ï/d«/i(x  +  <)e-"»'^-»rf< , 


(813) 
n^oUaire,  En  développant  les  exponentielles  de  la  form.  (lO) 

0  0         0 

rouve  : 

00  co 

.fcoszdz         ,  ,-y — -  rûïïzdz 

)J  — f[x)\/^\J  —j^  = 

0  0 

— ltdu/f{X'\-t)co3Utdt —  fàu  rf{x  +  t]  sinuidt. 

0         0  0        0 

ar  la  comparaison   des  termes   réels  et  des  coefficients  de 
-1  ,  cette  relation  se  partage  en  deux  : 

CD  m         ^ 

^^^ycoszdz  ^_J*d^J'^^t)^i^  ^^i  ^  (i7) 

0  0         0 

co^  OD  ^ 

y(x)y"  ^'"  ^^  =.J'duJ*f{x+t)eosutdL  (18) 

0  0         0  ^4 

)e  cette  dernière,  à  cause  dey  .^"^ 


ifc«* 


2 


0 

00  c 


=  —  ,  on  tire  : 


(x)  =  ^rduffix + 1)  cos  ulcft.  (  1 9) 


0         0 


3"*  Problème. 


Chercher  la  valeur  des  intégrale» 

c  c 

^    ^^  sint       '     •/    ^  '  cos t 

0.  0 

pour  k  =  00  . 


Solution.  Cherchons  la  valeur  de  la  1'"  de  ces  intégrales;  à  cet 
st  nous  distinguerons  plusieurs  cas,  savoir  : 

y,  c  =  ^,  c^^m^j  c  =  m*'  +  r,  r<[T,  m  entier  et  positif. 


(  2!*  ) 
1"  Cas.     c<t. 
Si  dans  la  form.  (IG) 

c 

y~  sin  *(A  »  I  F(0)  ,  i  =  oo  , 

0 

dans  laquelle  F(0  doit  avoir  une  valeur  finie  unique  de  I^^O     à 
l=c,  on  pose  : 

celle  subslitution  sera  permise,  si  entre  les  mêmes  limites  de   iy 
la  nouvelle  fonction  f(0  conserve  une  valeur  finie  unique,  car 

alors,  à  cause  de  c<ik,  le  facteur  -: — .  restera  également  fini,  et 

sm^ 

n'aura  qu'une  seule  valeur  entre  ces  mêmes  limites  ;  on  aura  donc  : 


c 

/(     -, .  sin  kt  ,       K  _,,-, 
___  f(fl d/BT  -F  0). 


Mais  on   a  :   Flda)  -.-4^f(do)  =^f(do)  —  f(do)  ;  donc 

sinoa  aa 

F(0)  —  f(0) ,  par  suite  : 

C 

Ao'-J^rf<=5-f(0).  (20) 

^  smt  2 

0 

2»"  Cas.     €  =  «. 
On  a  ici  :  ^ 

^    siii t    ^'        J    s  n i    ^        '  «^    sin i      ^ 

0  0  fr 

T 

Fcsons  dans  la  dernière  intégrale  à  droite  /=»«  —  l',  il  viendra    * 
it  T  T 

0  0  0 

Or,  puisqu'on  a  ici  c=|w-<w ,  on  pourra  appliquer,  aux  d 
intégrales  du  V  membre ,  la  formule  (20),  ce  qui  nous  donnera 

ir 

A0^</<  =  fnO)  +  ffW,     A-=x.  (21) 


3™*  Cas.     c^mr. 
On  a  d*abord  : 

/^.,,^  sin  ki   ,       r^^  ^  sin  ki  ,    ,     /*., ,  sîn  4l  ,^   . 
:  sinl         «^    ^     sinl        *  */  sinl 


mit 


/^, .  sin  */  , 
\'  sin  I  ^ 

M^sissi  dans  la  dernière  intégrale  à  droite,  on  po8e/s(m— l)if-f  <'» 


m* 


^lorsà  la  place  des  limites  l»|       ,  on  aura  ^sb|  ,  par  suite  : 

(ni-l)»  0 


.^»» 1)«  0  L»  '        I         J 

Or,  en  supposant  i  impair ,  le  V  membre  de  la  formule  pré- 
c>édente  se  réduit ,  et  l'on  aura  : 


mir 


/f.^sin kt  ^        r^^^        ,.^     ,    .^  sin  */'  ,^ 
,     smr        J    ^^  /     I     j  g|j^|f 


(n^l)* 


=5 f [(»»—<)'*]  +-1  f(»»«) .  à  cause  de   (21). 


2-Lv         ^  J  •   2 
Pesons ,  dans  cette  dernière ,  m  successivement  égal  à 

1,2,  ...  m. 


^ïT^  en  déduit  : 
sinifc^ 

0 


C .  ^  sin  i^  -       a-  ^^^,  .   5»*  r/  V 


2ir 

sin  il 


/'(^iî!;7*-i-'^-J+î^^2">' 


iC 

etc.  etc. 

sin  kl 


<«i-l)ir 

£q  subslituant  ces  valeurs  dans  la  form.  (a) ,  il  vient  : 


fK  sm  • 


(216) 

4""  Cas.     c  =  7WT-f.r,  ?<5r. 
On  a  dabord 

f(0  -t —  (//  =  /  f(0  — T —  A  4-  /  f(0— : —  *.  M 

0  0  «i« 

Mais  si,  dans  la  dernière  intégrale  à  droite,  on  pose  t=:^mr+ii 

mtr+r  r 

les  limites  t=  |       ,  se  changeront  en  ^«^  |  ,  et  il  viendra  : 

iïi«  0 

mit+r  r 

^'  sinl  ^    ^      ^  '  sini'  2     ^      ' 

m»  0 

En  substituant  cette  valeur,  ainsi  que  celle  donnée  par  (29),  à 
la  place  des  deux  intégrales  du  V  membre  de  (a),  on  aura  : 

yfW^A  =  «[if(0)  +  fW+'r2«)+...+f(mic)],  *-«.    (K5''\ 

0 

Corollaire,  Si  m  est  infini ,  on  a  : 

CD 


Cherchons  la  valeur  de  la  2""'  des  deux  intégrales  demandées.  ^ 
A  cet  effet ,  il  y  aura  encore  4  cas  à  examiner,  savoir  : 

c<-l,  c  =  ^,  c=(m+i)w,  c— {1114-1)*  + r. 

1"'  Cas.     c<1  . 

Si  f(()  conserve  une  valeur  finie  et  unique  depuis  l=a,  jus 
qu'à  1=6,  on  aura ,  diaprés  la  form.  (11) , 

/f(0COS*lA  — 0,       *«>Q0. 

a 

7(0 

Fesons  ici  {(i)  »  • :  f(0  restera  fini ,  et  aura  constammer 

^  ^      cos^      ^ 

une  valeur  unique ,  pourvu  que  la  fonction  f{t)  jouisse  de 

mêmes  propriétés ,  et  que  l'on  ait\  en  outre  ; 


(  217  ) 
K  J-  Donc,  pour  a=0,  c<|.,  on  a  : 

C 

•;:       cos^  ' 

0 

en  remettant  f  à  la  place  de  f , 

e 

/^,     cos  Al   ,        ^      . 

0 

s»"  Cas.     c— 1. 

T 

dans  lexpression   /  f(l) A,  on  fait  ^=-5 — ^,  on  aura. 


0 

"2 


place  des  limites  1=  | ,  les  suivantes  l'ss  |  ;  soit  de  plus  k  de 

T 
roein-f-l  ,  il  vient;  kl^î^n-f-l)  ^  --  kt ,  donc  : 

0  T 

.  COS  kt  ,  /"sin  */'  _,  7r       ,, , ,       /1,1c       ..  sin  klf  , . 

dt=—/  ~_3-f(-r  — 0*  — /f(^  — 0-^-:^<i^; 
'  COS  I  •^    sin  i'    ^  :2       ^        7^2        '^  sm  i'       ' 

it  0 

ne,  à  cause  de  la  formule  (20),  qui  est  applicable  à  la  der- 
intégrale  à  droite ,  il  vient  : 

/f(,)2^d,  =  ^f(«).  (26) 

«/    ^  '   cosi  2     2  ^    ^ 

0 

5™'  Cas.     c^{m  +  ^)it. 
a  d'abord  : 

.. .  COS  kt  ,        P.,  ^  COS  kl  ,    ,    /*^,^  COS  kt  ,  ,  , 

f{  rj dt  =  /  f  0 dt  +  /  f(0 dt.  (a) 

^     cosi         ^     ^    co%t        '•>'    ^'  cosi  ^^ 

0  jc 

T 
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Fesons  <  =  -5  +^j  on  aura  f=^\  ,  à  la  place  de  (=  <  ^ 

0  2^ 

2 

cos^=  —  sini';  et   en  posant  de  plas  i«»4n  +  l,   on  aurs^ 

cos*r=  cos(4n+  !  )(('+  ^  )  —  sin  if'  ; 
par  conséquent  (a)  devient  : 

n 
(m-|-f)ir  S  mit 

cosi         »/    ^^  coal         «^    sinr      2s 

0  0  0 

donc 9  à  cause  des  form.  (26),  (22),  on  a  : 

(m-H)« 
/".  ^^C0S*r  r.,»^    ,      3r    ,  ,    ,^(2w  +  1)*  1    .  ta 

4"«  Cas.     c=(m+î)^+»^,  r<„ 
On  a  ici  : 

f(0 dt=  I  f(0 A  +  /  f(0— — rf^-  (tf) 

^    cosr         ./    ^    cos<         •^..;   cosi 

0  0  (m+i)ir 

Pour  |«.(iw-{-i)ir-(-/'^  fc  =  4w-|-!,  on  a  : 

(«+i)«+r 


l'==|  ,  à  la  place  do  I  — | 

0  (1 


cosik/=( — l)«sinfcl',   cos«=( — f)'*sin/.  Parla,  {«)  devient: 
•^    ^    COSI  ^^    '    cos(         *^    sinl'   «-^     •  *' 

0  0  0 

Donc,  à  cause  des  form.  (20)  et  (27), 

(iî4+j)x4-r 

/,,)^j,={r(i,+r(iH-...+f[2!;+i):]],  »_..  ,» 

0 

Corollaire.  Si  ?n=x  ,  celle  dernière  devient  : 


OO 


4"*  Problême. 
c  étant  plus  petit  que  »,  chercher  la  valeur  des  intégrales 

c  c 

f(0-7— A,    /f(0 dt. 

0  0 

pour  ks=3oo . 

Solution,  l**  Si  f{f)  conserve  une  valeur  finie  et  unique,  tandis 
t  prend  successivement  toutes  les  valeurs  de  /  -^  0  à  /=sc,  on  a 


/"y(Oe-*^**^-V/=0,  pour  k 


0 

'o€i  Ton  tire  aussi  : 


e 


/f(0co8ft(d<»0,  pour  i=*oo. 

0 

Soit  f(f)  =  Jl — •  donc  tant  qu'on  aura  /<«,  ^>0,  la  fonc- 

■on  f(0  ne  deviendra  ni  infinie  ni  indéterminée  pour  aucune  des 
fleurs  de  t  comprises  entre  0  et  c ,  pourvu  que  r(0  conserve  aussi 
oire  ces  limites  constamment  une  valeur  finie  et  unique,  on  aura 
conséquent  : 


c 


f{fi)S2l!ldt^0,  c<»,  A  =  x.  (30) 

Y  sui  t 

0 

?  On  a  aussi ,  pour  le  cas  où  f(x)  est  continu  entre  0  el  c , 

e 

ff{()s\nkUit^Q,  pour  fc  =  oo. 

b 

Soitf(0=— ^;  tant  qu'on  aura  <<è",  la  fonction  f(0  rcs- 
^        cos  I  ^ 

finie  et  continue,  pourvu  que  f(0  reste  fini  et  continu  de 

0  à  -^  :  on  a  donc 
2  ' 

c 

/f(/)!lIL^d/==0,   pour  c<^,  fc  =  Qe.         (SC) 
c/  cos  <  ^ 

0 

Remarque.  Presque  toutes  les  formules  de  cette  section  sont 
^ues  à  Lejeune-Dirichlet.  (Voyez  Journal  de  Crelle,  vol.  4, 
P-   157), 


(  220  ) 
Applications  des  Formules  de  la  V  Section. 


1*'  Exemple. 


Chercher  la  valeur  des  expressions 


7C 

/coskx  1 — r' 

•— — ^  •  ■    I  cos  acax . 

cosac      1 — 2rcosx+r* 

0 
te 

/sinjfcr             1 — r'  . 

-: •  1 — r: : —  Igx sin  x«t , 
siiix       1 — 2rcosx+r* 

pour  k  «=•  00  . 
Solution.  1*  On  a  ,  par  la  form.  (21) , 


ir 


/f(x)ii!î±irfx-jf(0)-|-|.j[-). 

^  sinx  2      '  •   2 

r\  1./  x      (I— r')  igxsînx      ... 

Or,   en  posant  f(x)===^^_^;^^^^^^  ,   il  vient  f(0)*0 

f(ic)—o,  donc 

n 

/fil ri  i^TT                 4        yj 
— : •-; — ;; r— tgxsinx(fe-=0,  pour  fc— « 
sinx       i — arcosx+r*  "^ 

2«  On  a ,  par  la  form.  (28)  : 
Donc,  pour  fn=0,  r  —  ^",  il  vient  : 


ÎT 


/•     .cosfct  ,  ^,  «^ 

f(x)-r rfx=^-f^). 
Sinx  ^2^^ 

\ y*  ,( 

Or,  pourl^x)  —  - — ; — cosx,  on  a  f(--.)  — 0;  tfoù 

fr 

(dir  j     f .  -j — . —  cos  xdx  =»  0 ,  pour  *=oo . 

»/    cosx      1 — 2rcosx+f»  '^ 


(28!  ) 
2"*  Exemple. 

Chercher  les  valeurs  des  expressions 

/costx    Sopcotx   .        rsmkx       igx     .       , 
sinx     a^+lx*        ^    sinx      a*4-* 

^oltflûm.  l""  La  form.  (29)  donne  : 

00 

0 

-,  ^  2X  COt  X  r.  «  X       i./  3«  V 

oïic,  pour  f(x)  =  — ^,  on  a  f|  jJ^fi^H^^c- =  0  , 
Uisque  cot(--)  =  cot(-— )  — etc.  =  0;  donc 


2^      ™^  2 

00 


ÇrtaT\     /^costx     2xcolx  . 

«/    cosx      a*+4x' 
0 

9"  On  a  par  la  form.  (24)  : 

/n«)^d«-»[if(0)  +  f(«)  +  f(2«)  +  etc.  ], 

0 

^onc,  pour  f(x)=-2_^ ,  il  vient  : 

a^+x' 

f(0)  =  f(tr)  =  f (2ir)  =  etc.  =  0 ,     donc  : 

00 

*^)     /-: •-^— sinxifa=0. 

«/    8in  X     o'+x* 

S»**  Exemple. 
Chercher  la  valeur  de  t intégrale 

00 

/sin  fcx      2x  tg  X   , 
— —  •  .  iix 

^      sinx     a'+ix* 

pour  fc««oo  . 

2x  tff  X 

•So/w(/on.^En  posant  f(x)—    ,/^-;,  on  trouve  t 


f(0)=if(<)=sf(2K)=,clc.rsO,  donc,  à  cause  de  (34) 


(30-)       ft^.:^^i^^o. 


•"*•  fSEvnmK. 


SÉRIES  PÉMODIQDES  DE  FODRIER  ET  DE  LAGRANGE. 

Ces  séries  donnent  les  développements  d'une  fonction  arbitraire  ^ 

en  suites  convergentes  procédant  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  .^  ^ 

des  arcs  multiples  ;  les  coefficients  de  ces  suites  étant  donnés  par  *-^  ^ 
des  intégrales  définies. 

Lbmmb. 

Je  dis  que  Ton  a  : 

8M-Y  sin  -^ 

Démonstration.  On  a  : 

i+e(^*)^^  +  etc.  +  e»(*-^)^^ 

=  5+cos(a5 — 0+cos2(x  —  0+  •••  +cosn(x — 0  + 

l^^[sin(a;  — X)  +  sin2(x— 0+-.+«nw(«— ÔL 

sin(2n+i)^  sin!î^sin(n  +  i)^ 

2sm-^  sm— - 

Soii      P+9  =  (n-fl)(a:— 0,p— çs=n(x  — Oi  ^'^^ 
p=(2n+1).:^-^,  9=— j-,  on  aura  : 

sm— ^j — '  sin  (n+1)  — ^—         cos— 5—         cos(2n+i) 

2 A  ,    A  I 

x-l  "^^   .    X— I       ^  .    x—t 

2  2  2 
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«os  (2,,^|^.«— / 


*  .  ^ ''''''  '^  chacune  ^,  „^., 

i        '  t^'^t  on-  aura 

'         '  *•  'a  place  de  t^  f' 


Or  en  supposant  n  infini ,  et  par  suite  ib»Qo  ^  le  1^  membre 
de  cette  égalité  sera  une  suite  infinie  ^  qui  aura  pour  somme  la 
valeur  du  V  membre  correspondant  à  iE: = oo  •  Déterminons  cette 
valeur.  A  cet  effet ,  fesons  y  pour  abréger  , 


7C 


S=i  A(l)cft+ye(*"*)^^^f(0*  +  etc.,  à  l'infini ,  (38) 

0  0 

on  pourra  écrire  : 

c        /*  sinftii^^    ,    ^,     .     Psînku  ^^     .       .     , 
— î«  0 

0  H^x) 

K—l      /     'I(2u4-x)du+  I  —. f(2ii+x)da  — 

L»/  .    sni  u  ^       *     '^         «>^     sm  M  *     ' 

y  cot  u  f  (2ii  +  x)rftt].  (S^-SBSj 

Fesons,  dans  la  r**  intégrale  à  droite  ^  tiB~<,  dan»  It 
u=ty  dans  la  S"'  ti=:— ^,  dans  la  i»*  et  la  {$"•  ««l, 
aura,  à.  la  place  de  (36) , 

^      Sinl  *;f      SID/  *^    '         * 

0  0 

ix if       rooskt  ^,       ^,.    ,     /*cosfc^^,^   .    ., 

l      */    sin^    ^  *  */     sinl 

0  0 

ycot(0fl2i  +  x)di].  .      (^:37) 

-la: 

Mais  en  supposant  0<x<it ,  par  suite  îx<«,  jl» — ^xX»,  on 

aura ,  en  vertu  des  form.  (20)  et  (30) , 


'iX 


li 


Or,  si  la  fonction  r(x)  est  continue  pour  toutes  le  valeurs 
X,  dex=0,  à  x=«,  on  aura  : 

f(  X  +  0)  —  f(x  —  0)  »=  f(x) , 


de 


(  225  ) 
par  conséquent  (38)  devient  : 

h  fW* +f ^^"'^'^^^imt  +  y*e2('-')^^f(«)*+  etc. 
«  0  0  à  l'infini. 

==  »f(r) 4->^^  [ycot(«)A(l[2«+«)].  (I) 


En  opérant  d'une  manière  tout*à-fait  semblable  on  trouvera  : 

0  0  0 

-V^— 1  [ycot(<)f(2(  — x)À].        (II) 


~L« 


En  admettant  que  la  fonction  f(x)  soit  nulle  pour  des  valeurs 
>)^;atives  de  x,  on  déduirait  cette  dernière  formule  immédiatement 
«le  la  1'%  en  remplaçant  dans  celle-ci  x  par  — x. 

Remarque.  Pour  que  les  formules  (I)  et  (II)  subsistent,  Il  faut 
que  Ton  ait  0<x<ir. 

Si  l'on  avait  xsiO,  les  1^'  membres  de  ces  deux  formules  sc- 
ient égaux,  par  conséquent  en  ajoutant ,  on  obtient  : 


ir 


^  r{{i)dt^fe^^-H{i)di-^fe^^^-^t(0^  à  l'infini   « 

'o  0  0  in 

iKflO)4-|/^  /cot (i)Af{2i).        (59) 


0 

Si  Ton  avait  x  i«i  « ,  les  premiers  membres  des  formules  (I)  et 
CU),  seraient  encore  égaux;  par  conséquent^  en  ajoutant  on 
ofctient  : 

«  ir  ft 

^  /f(<)<Û— y"ct*^-*ll(()A+ /e"'^-*fl[0*~<tc.  i  l'infini  — 
0  0         «  'o  |« 

•f(,)+V^i  [feot  Wf(2/-«)*-y^ot(0[f(2<-K)+riK-2«)]*]. 

«  •  (40) 

CànOaire  1.  Développons  les  exponentielles  des  1"*  membres 
^e  (I)  et  (II)  ;  on  a  : 


^me 


TOliB  7.    3      PART.  29 


(  226  ) 


Tt 


(I')     ïyf(OA+;/cos((— X)  f^/y^+y^cosS^r-x)  l\t)dt  +  de. 


0  0 


+  k^^l   {  /sin  (r-x)  f(Od^+ Ain 2(/— x)fvl)A+  etc. } 

0  0 


— ia: 


(IF)     ^yl(Orf/  +  Aos  (f+x)  f(Od^  +  Aos  2(1 +x)  f(OA+  elc. 


0  0 

1»  « 


+  k'HT  {    Ain  (<+x)  f(f)(//  + /"sin  2(/  +  x)  f(0*  +  elc.  j 

+  »/^  /col(0f(2r— x) 

1 

Gela  poséy  on  tire  des  form.  (1')  et  (IV)  respectivement  : 

te  W  « 

(41  )     è  AoA  +  /  cos  (^— x)  f(0 A  + /cos  2(1— x)  f(Oi// 

b  b  0 

+  etc.  à  rinfini='^f(x) ,     0<x< 

(42)        Asin  (<— ï)  f(OA  +  /sin  2  (<— x) f(<)A  +  elc.  à  l'inflni 

'o  0  K'"*) 

/cot  (4  f(2/H-.x)d<  ,•      0<jc  < 


W 


( *3)     ^ y'fi^/)!/^  +ycos (r-f-x)  r[i)dl  +  y^os  2(/+x)  f(0A4-etc. 


0  0 

1t 


(  44)       /sin  (<  4-  x)  f(l)(ft  +  /sin  2(<+x)  r(t}dl  -f  eCc.  «. 

/cot  (0  f (2(—  X 


r.< 


(  227  ) 

Corollaire  2.  En  meltaiU  les  é<{uaiions  (41)  et  (43)  sons  les 
formes  : 

T  f{x) ^^  /{{t)dl+  Tcosx cos< f(()rf/+ /cos 2xcos '2t{[i)dl  +  etc. 

0  0  0 

+ /sinxsiiWf(Od/+ Aiii2a;siii  2tf(0rf/-f-  itc, 
0  0 

0  =  5  /f(OA  +  /cos X cos < f(Orf<  +  /cos 2x cos 2^ ({t)dt  —  ele. 

€  0  0 

—  /sin  xsin  r  {{t)dt  —  /sin  2x  sin  2f  f(/)rf(  —  elc.  : 

0  0 

On    en  lire ,  par  addition  et  soustraction  : 


f(ac)=== /lri)ai+  [2 /cos(f(0rfOcosx  + 


0 
1t 


[ 2 /cos 2(  f[t)dt  ]  cos 2x  +  etc. ,     0<x<^  ;       (45) 

n       0  ît 

"*  f  (3e)=  [2 /sin^ f(OA  ] sin x+ [2 /sin  2f  f(Orf< ]  sin  2x  +  etc. 

0  0  0<X<ir.      (46) 

La  V  de  ces  deux  formules  subsiste  encore  pour  x=sfO,x  =  if. 
^^it  pour  abréger  : 

«  TT  n 

^y  f(0&=A„ ,    -^Jcostf{f)dl=A, ,  ^ycos2(f(0d<-'A, ,  etc. 


0  0  0 

1t 


^y  COS«^ffO*=7  An  , 


0 

:;y"sin(f(^)rfr=B.,  ';^J^sin^tf(j)dt^B, ,  ele. 

0  0 

2 


2    /• 

—y  sin  lU  f(OA  =  Bu  • 


0 


(m) 

On  peut  écrire  aussi  : 

f(x)=iAo4- A,  eosx+  A.  cos  2x  +  etc.     0<x<it ,       (47) 

f(x)— B.sinx+B,sin2xetc.  0<x<«,       (48) 

qui  donnent  le  développement  de   la  fonction  arbitraire  f(x) 
séries  procédant  suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  dc^ 
X  y  X  étant  compris  entre  0  et  «. 

En  traitant  de  la  même  manière  les  équations  (42)  et  (44). 
on  trouve  d*abord  en  développant  : 

!(«-«) 
/*coi(/)  f(2l-f-x)A  = /sini  f(l)(ileosx+ /cos2lf(l)Acos  2x+ei 


0  0 


— /ces  t  HOAsin  X— /cos  it((J)iism  tx— 

0  Q 

¥<«+•)  «  « 

/coi(0f(2^— «)*=■ /sin  <f(Qifc«cosaî4-/sin2lf(0**co82x  + 

fv  0  0 


n 


+  /cos£f(Qift.sinx-f /cos2lf(l)(ft.sin2x+ 
o  0 

puis  on  obtient,  par  addition  et  soustraction  : 
(49)       /cot (I)  f(2l + x)(ft  +  /cot  t  {(ii—x)di •  cos  x  = 


2 /sin  I ({fyll •  cos X  +  2  /sin 2l f(l) A* cos 2x  +  elc. 

0  0 

î(it+x)  l(ic-x) 

(80)       /cot  (0 1{2( — x)rf^  —  /col  (t)  fj[2^+  x)  A  = 

1.-  la- 

2 /coslf(l)A.sinx+  2 /cos3^f(l)rf^sin2x4.  etc. 

0  0 

Ces  formules  subsistent  pour  0<x<*;  In  1"  a  encore  lieu  ^^w 
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2"*  Problème. 

c  désignant  un  nombre  positif  quelconque ,  trouver  la  somme 

de  chacune  des  séries  infinies 
ce*  c  

hfm^  +fe^^^)^-^t{t)dl  +ye«(*-*)'''^f(OA+  etc., 

0  0  0 

te  c 

i  J}[i)dt  +y*c(t+»)  *^~i  f(0  A  +  A^<*+*)*^- V(Orf<  +  etc. 

0  0  0 

Sùhttiàn.  Les  form.  (I)  et  (fl)  supposent  la  condition  0^x<t; 

il    est  donc  permis  d*y  changer  x  en  —  ,   puisque  la  relation 

c 

0<^——  ^r  subsistera  alors  également^  ainsi  que  la  suivante, 
<|ui  s*en  déduit,  O^x^'^c.  Si  donc,  dans  les  formules  eitées  , 
nous  remplaçons  x  et  r  respectivchneht  ^ar  r-—  ,  —  ,  et  qô*à  la 

c         c 

place  de  f(  —  ),  f(  — ) ,  nous  mettions  simplement  f(x),  f(0;  c^s 

c  c 

mêmes  formules  deviennent  : 

CIII)  f(x)+|/=T.i[/f(2l+x)cot(-)A]=-^^ 

2c 

0  0  0<x<c; 

(IV)   >/=T.-i[/f(2<-x)coi(Ii)«ft]=l/M)*4- 

nx  0 

2e 


1    /'-(t+*)/=i  1    /'î:!(t+*)i/=:T 

-  /  e*  t(t)dt+-/  c'  t(t)dl -\. etc. 


0<«<c. 
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Observons  que ,  pour  x»  0 ,  les  premiers  membres  de  ces  f 
mules  sont  égaux,  par  conséquent,  en  les  ajoutant,  on  au 
Itour  cette  valeur  de  x  ; 

L  f  (0) + |/3Ï .  1  [  y  fl^2t)  COI  (  ^  )dt]=  -^/f  (0  A  + 

0  Oc 


hj 


0 

Pour  x=c,  les  premiers  membres  des  formules  (III)  el  ( 
sont  encore  q^ux;  si  donc  on  ajoute  ces  formules,  on  obiiend 
pour  cette  valeur  de  x  ; 

f(c)  +  |/^.l[yi,ol(^)f(2/-r)A— /^eolt^)*!^^^^ 

^    0  ^  *0 

f(c-2i)  j] = i.^y^f(i)rf(  -ly^e^"^""'  f(i)d 

0  0 

e  ^  f(l)(Ù  — 


\J 


0 

CoroUain  1.  En  développant  les  exponentielles  dans  les  fa 
('II)  Cl  (IV)  on  a  : 

-(e-«) 

2e-        '  e 

f(»)-f  1-^^  ^  [y*f(2H-x)cot(^*  )rf<]=  i/f(l)A  + 

»jc  0 

~/cos  î^>f(i)A  +  etc.  +  ^^  ri/sinîiî^f(l)&+el 

0  0 

«a;  0 

c  27  c 

i/cos  ^^Wl + Oie.  +  l/ZIl  [i/siD^^(l)ift+elc 
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ui  Ton  tire ,  par  la  comparaison  des  termes  réels  et  des  coêffi- 
ils  de  V" — 1  ,  les  quatre  formules  : 


e  c  e 


(c— «) 


-j  tm + -y  cos^L_f(orf^+^y  eos  -^^(oa 

0  0.  0 

+  etc.,     0<x<c    (51) 


c       ^  0  0 

7  +  etc.,     (82) 


e  c 


0  0  0 

+  etc. ,     (53) 
,ol  (±  )  î{<ll-x)dt  =/sin^^^^f(Orf<  +/sin?=^V(Orf^ 

^  0^0 

+  etc.  (84) 
Cùrollaire  2.  Les  formules  (81),  (83)  donnent,  par  addition  et 
istraction  : 

ce  c 

)==-^f(Orf/+[-/cos  «f(OA]cosx-|-[-y"cos  2<f(0rf<]  cos2x 
0  0  *^o 

+  elc.,    c>  «  >0.     (158) 

c  c 

•)=-l-y8in<f(0A]sinx+[-ysin 2/f(0rf<]8in 2x-f.  etc., 

0  0 

c>x>0.     (86) 
Pesons,  pour  abréger  : 

ce  e 

JK(iàt=^K,  -/coslf(OA=»A,,  etc.-  /*cosn<f{OAsaA„  , 
0  S  % 


e 


/sin<f(i)d^=B,,--ysin2(f(0i/=B,,  elc.-^sin  »Uf(OA=»B„; 

'  0  0 

Ces  dernière^  formules  s'exprimeront  très-simplement  de  celle 

»nière  : 

K^)  «^  Ao+A,  cosx  +  AaCosSx  -f  etc.,     c>  x>0,       (87) 

ÎOD)  «  B,  sin  X  +  B,  sin  2x  +  etc. .  c>  x>  0.       (88) 
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En  traitant  de  la  même  manière  les  formules  (ÎSS),  (i^)^     on 
obtient  : 


/  cot  (  — )  {Cit—x^dt  +   /  cot  (  — )  f(?^f-x)d<  = 


(59) 


[2/sinlf(0rfl]cosx  +  [  2/sin2if(0*]  cos  2a:  +  etc.    c>x>;::r.'^» 
0  0  ==»      — " 


^*+''>  ^'-•> 


/  COI  (  ^  )f(2^-x)(fc  -  Acot  (  ^)f(2<+«)<ft = 


160) 

2c 


t2/cotf(0*]sinx  +  [2/cos2/f(0*]8"n2x4-  etc.       c>x>=>0. 

0  9 


S"'  Problème. 


Chercher  la  somme  de  chacune  des  séties  infinies 


.  yf(,)rfi+y;(t--a^)»^-if(t)rf^r4.^^  +  etc., 


1t  K  1C 


iffm  j-fe^^'+^y  -  Hm  +yc2(t+x)i/_if(,)^  ^  ^ 


—  1t  — » 


Solulian.  Ou  a,  par  la  fonn.  (31) , 

sin(2rt+0^                                       cos(2«+l)^ 
^L.  +  .>/=î[cot(î=f) L). 

2sm-^  sm-Y" 

En  multipliant  celle-ci  par  {[t]dty   cl  en  intégrant  entre 
limites  — «,  n  il  vient  : 


les 
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/^f(0A+y>*-*)'^-»f{<)A4- />^*"*^*^~'''(')*+  -  + 


sin  (211+1)  '     * 


— »  ty  9  sin—— 


2  Sin    j 


iV/=T[    /col(-^)fU)rfl-    /  j3;jj f(l)A]. 

^  t/  sin  -3- 

Si  n  est  infini^  le  1^  membre  de  cette  formule  se  change  en 
le  série  d'une  infinité  de  termes ,  qui,  dans  le  eas  de  contrer- 
!iice|  aura  une  somme,  et  cette  somme  sera  la  valeur  qu'ob- 
^ndra  le  ^  membre  dans  Thypothèse  de  n ,  ou  de  2n4*f  infini* 
lerchons  cette  valeur.  Pour  cela  mettons  la  formule  précédeate 
lis  cette  forme  : 

"sin(2n+l)i±^ 
'  sin  (211+1  )i=iL  __r     /»       t-rr 

kl iir^^ — f(/)d<+ii^-i [  / cot(i^)iî[i)d<+ 

«^  sin— ;r —  «Z 

0  2  -» 

^cos(2n+l)itî  *co8(2n+l)^ 

0  3  0  2 

Pesons   2n4-l=*,   ensuite   1"  \{f — x)=t«  ou    I=s2i«+x; 

ilors  les  limites  ^=|  ,  deviennent  u^^\       ,  et  les  limites 

0  — j» 

tous  7.   s"""  PART.  30 


(254) 
t—|  ,  96  changent  en  ub)         •• 

Pesons  2*  ^(f-f-x)«ti  ou  /=2u— x,  on  obtiendra,  à  la  pi; 

ï(«+») 
des  limites  t^l  »  les  suivantes  :  ti  =  | 

Cela  posé ,  la  formule  précédente  devient  : 

î(«+«)  ï(«-«) 

— : —  tCx  —  iu)du  +    /  — : f(2tl+X>it4  + 

sintt    ^  '       ^     sin  w    ^      '     ^ 

—{  [  /Toi  (ti)f(2ti+x)dM  +  /^^^  f{x—iu)du  — 

—\(^+x)  {x 

-r t(iu+x)dul  =—  /  -^ fx— 2u)dti  + 

sinu    ^  '      J'         ^     sinu    ^ 

-ix  0 

-: f(x— 2ti)dM+  /  — f  X— 2m)(/m  + 

0  0 

y  ^^ll(2ti+x)dM  +  |/i:i[  /Tol(u)«(2u+x)^^ 

ï«  ï(»+«) 

-r (l(x— 2M)dM+  /  — : f(x— 2M)dii  + 

0  0 


^     smtl    '  ^     siDu     ^      '    '      i' 


e 
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/fiîi*if(x-2/)*4-  /i!îi*if(2<+xW  + 
sin*  \J     sinf 


1*^ 


[  /col  (0  f(2«+x)rfr  J^    r^{(x~'it)dt  ~ 


'«>i*if(2ï+x)rfr|. 


sm 

0 

Hais  si  X  est  compris  entre  ^  et  — t,  la  valeur  absolue  de  x 
et-a  plus  petite  quejr,  et  Ton  aura  aussi  5X<»",  K^-f"^)'^*', 
C^" — ^)K?\  donc,  pour  n  infini,  et  par  suite,  pour  A— oo^  on 
Ura,  en  ayant  ^rd  aux  form.  (20)  et  (30)  : 


•«  «  K 

i<ir-«) 

\  t{x-  0)  +  J  f(a>fO)  +k'=i'  [^ col  [t)  f(2/+x)dï  ] . 

Si  la  fonclion  arbitraire  r(x)  reste  finie  et  conserve  une  valeu  e 
**ique  pendant  que  x  parcourt  l'intervalle  — *,  «",  on  a  : 

f(;B— O)=.f(x+0)  =  f(x), 
-    «lans  celte  hypothèse  la  formule  précédente  devient  : 

^^   Tfifx)  +  |/3r[/'cot («)f(2f  +x)</< ]  — 

^f(<)dr4.  A(t-*)i''=r(î;,)d<4.y*e2('-*)'^~»f(0rf<  +  etc. 

"■—»  — «  — ît 

In  changeant  ici  x  en  —  x .  on  a  encore  : 

•^  1)    »•  f(-x)  +V^^ [/col (l)f(2(-x)rf/ ]  = 


— «  — iTC 
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Corollaire  1.  L*équation  (V)  se  décompose  en  deux    autres 


savoir  : 


jT  f (x)  «  1 /T(0  dt+fcos  (t^x){{t)dt  + /cos  2(1— x)f (0  A +elc. , 
— ic  — «  — ic  — ^T<«<a".       (61 

ï(ic— a?)  «  K 

/coi(t)f(^t+x)dt=fsin(i—x)î[i)di  +   /sin2(£— a;)f(l)dl+ etc. 
— j(«+«)  -*  --*      — T<x<«-.      (63= 

L'équation  (Vi)  donne  pareillement  : 

T((—x)^^J*{{t)dt  +J*cos(t+x)t{t)dt  +J*eosi[t+x)t{t)dt+  etc^ 
— «  -«  -*    _x<x<+«.    (6S 

{(«+«)  »  « 

Jcoi{t)  f(2t— x)ctt  — /sîn  (r+x)  f(rt*+/sin2(l+x)f(0*+  etc— 

_|(«-a.)  -,  -,  —  ir<X<ir.      (6a 

Corollaire  2.  En  ajoutant  et  en  retranchant  les  form.  (61),  (63^ 
on  obtient  sans  peine  : 


f(x)+f(— x) 

-i 3 ss4A.+  Aicosx  +A.  C082x+  etc.      —  «<x<« 


An = rj^^^  *^  "'*  '    (®^ 


f(x)  — f(— a)  .  n     .    a     . 


B„=i /f(Osinn*<ft.        (6 


— ir 


Corollaire  3.  En  ajoutant  les  form.  (65)  et  (66),  on  obtient  : 
(67)      f(x)  «iA.+  A,  COSX+  A,  cos  2x  +  etc.  + 

B.  sin  X  +  B,  sin  2x  +  etc.     —  ^<x<- 

An=  -Jr[t)cosntdty     Bn«  i  J*((t] sin ntdt. 
Pour  X  —  =t  «  ,  la  somme  de  celte  série  est  ^    "^  "—'')  ^ 


(  237  ) 

*"•  Problême. 

Trouver  la  somme  de  chacune  des  séries  infinies 


•c  — c  — e 


+  etc., 

ce  e 

2^    /mdi+l  /e'^^^        fCOA+We"^'^-^)* 


— c  — c  — c  4-elc. 

«Sb/tilîbi».  Les  formules  (V)  et  (VI)  subsisteront  encore  en  y 

iesantx  =  — ;  mais  alors  la  condition  «^  — ^— «  se  change 

c  c 

en   c>x'>— c.  Remplaçons  donc,  dans  (V)  et  (VI),  x  et  t,  res- 

pecUyement  — ,  — ,  puis  écrivons,  pour  abréger  l(»),f(/)  à  la 

c        c 

place  de  f( — ),  fl[ — ),  ces  formules  deviendront  : 

c  c 


-"(c— a?) 


'/• 


-fc<<'+*) 


c  c 


I(t-aî)l/-l 

^  f(/W/+oic., 


— c 

1t 


2c    ^ 


[/■ 


-^(c-*) 


2c 

— C 


n{i)dt+L  /1.7^*"'"^'^~V,0'/<  H- otc. 


(  238  ) 

Pour  X  —  c ,  les  seconds  membres  seront  égaux ,  et  Ton  obtient ,  ^    j 
en  ajoutant  : 

ce  c 

— C  — C  — C 

Corollaire  1 .  Les  équations  (VII)  se  partagent  en  deux  autres 
savoir  : 

ce  c 


2c  «/  c«/  c         *C*/  C 

"""^  "''  ""^         +elc.,       (6fe  <^j 

— (c — a;) 


/ 


-5^c4*) 


cot{— )f(2/4-x)«tt  = 


C  c 

/*sin!^V(tVft  +   /lin JifllfIfCOd/  +  clc.  (65^  -») 

— C  — C 

Les  form.  (VIII)  fournissent  de  même  : 


"      +eU5.,      (7>  "^0) 


— (c4-«) 

2c  ' 


/  (•oi(— )f(2/— x)(ft  = 


-  5^"-*) 


ï;  c 


— c  — c 


(  239  ) 

Corollaire  2.  Des  form.  (68)  et  (70)  on  lire  aisément,   par 
addition  et  soustraetion  : 

r(a:)  +  f(—x)      ,  ^     ,    .         «a:  ,    .  2irx 

-^    '^J" i-=iAo+A,cos —  +  AaCos 1-  etc. 

2  ce 

e  —c<x<c     (72) 

A. = -  /f(0  cos  —  dt  ; 

— c 

fy a)  -  f(-»)  ^ B^  si„  If.  ^ B  g;„  j:f  ^  g,g      -c<x<c.     (75) 

j»  Ce 

e 
B„-iyf{Osin— *. 

Corsaire  3.  En  ajoutant  (72)  et  (73)  on  obtient  : 

"X  2wiK 

Ti^ac)  =~  Ao + A,  cos UA^  cos 1-  etc.  + 

c  c      '  ' 

B,  sin  — •  +  Ba  sin 4-  etc.     — c<^x<,c.    (74) 

c  c 

Nous  allons  donner  quelques  applications  de  ces  formules.  Ces 
applications  sont  de  deux  sortes  ;  les  unes  servent  à  montrer  Tusage 
qu'on  en  fait  pour  le  développement  des  fonctions  en  séries  pro- 
<^dant  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs  multiples  ;  les  autres 
^  faire  connaître  leur  utilité  dans  la  détermination  de  la  valeur  des 
intégrales  définies. 

APPLICATIONS  DE  LA  l'«  ESPÈCE. 

1*'  Exemple. 

Trouver  le  développement  de  la  fonction 

f(x)  — e~4-e-«*, 

en  série  ordonnée  suivant  les  cosinus  des  multiples 

croissants  de  x. 

Solution.   Pour  efteclucr  ce  développement ,  prenons  la  for- 
'^^le  (47)  : 
(«)      f(x)  — Ao+A,cosx  +  A,cos2x  +  etc.     0<x<ir, 


ir 


2  r 

An  "=--  y  COSWX  f(x)rfx. 


(  240  ) 
Comme  on  a  ici  f(x)«=e«+e-«*,  il  vient  : 


2   r 

0 
Pour  déterminer  cette  intégrale  on  a  : 

nsinnx+acosnx 
fe^cos  9ixax= — • e^  ; 

/a[e'*''cosn«— 1]^ 
e"cosijxax=  — 


0 


a'+n* 


(c« 4'^'^)cosnx(Ix>»  -^ ; -cos  nir = ( — 1.)"  -i ,• 

donc     A„=—  •( — l)"a» ; . 

Pourn «=  0, 1 , 2,. etc. ,  on  a  : 

'ck    'A^        — oir  Cl        an        -—ait  ^      ''a*       — es** 

2    e    — e  2     e    — e  .       2     «    — e 

it  a  w     ■  a*  +  i  «        a»+2 

par  conséquent  U)  donne  : 

a^,    .^      e*"— e""**M         2a  .       2a       '         ' 

«   +^       = ) -r7Cosx+        UiCo^^ac  -h 

'  w         (  a      a"+l  '  a'-j-2* 

^^-p^cosSx  +  etcJ    (r») 

2"-  Exemple. 

Développer  sin^i ,  /u<l ,  nifvaAf  &«  sinus  des  nwlHphs  de    ^^^ 

Solution.  Pour  effectuer  ce  développement  nous  priendron^       *^ 

form.  (48)  : 

(rt),     f(x}s:Bisinx4-B,sin2x-|-ctc.     0<x<w, 


Bn  =  —  /sinnxf^x 


0 


On 


2    /». 

a  ici  :     Bn««—  /  sin/uxsinnxcfx. 


x^mato    «Jii    (I    • 


^sin/i«xsin  nxdx  «5/008(11 — fi)xdx  —  3/cos(n4-^W^  > 

,  (  sin(n  —  fA)x sin (n+/te)ac  ^ 

EIn  fesant  n— 1,2,  etc.,  la  form.  (a)  donne  : 

2  .        (  sinx*       2sin2x      SsinSo;        ^    )  ,.^. 

S"'  Exemple. 


JHvehpper  e** — cr^  nitvanf  te<  «nia  cfcs  multiples  de  x. 

^!o{iitjon.  Nous  avons  : 

asintix — ncosnx 
siniMcojp— ■  , —  è^  , 


jT ^  ..  ■  n(l— e**cosnit) 

^^  e^sin fixox  = — 


loric         B„  =  -(-1)'^*'— ^î^i  e*''— e-«'}  ; 

1»^  ^        —      _^,      2,^,       —a».  (  sinx        2sin2x   .    3sin3a 

—  etc.  I      (77) 
APPLICATIONS  DE  LA  2-  ESPÈCE. 

!«'  Exemple. 
Trouver  la  valeur  des  intégrales 


3x 


« 


/^  rsinxsinnx     .        /*  rcos»  .        .     v  . 
Vt — ^  .      ctx,    fe         8in(r8inx)sinnxGtx  , 

V:/   1 — ^2rco8x+-r'        ^  ' 


o 


r  rsmxsinnx  . 

^  y  arctji;-; dx. 

V^  -    1  —  rcosx 


TOME  7.    3""'  PART.  31 


(  242  ) 
Solution.  On  a,  (Voy.  Gauchy,  Cours  d'Anal. j  ch.  ix)^ 

1— 2rcosx+r*  '  ^  ^  ^ 

Or^  en  comparant  cette  formule  avec  la  relation  (48) , 

f(a:)  «a  B,  sinx+Ba  sin2x+  etc. ,  Bn=—  /  sîn  nx  f(x)dx , 


0 


ir 


2  /•  .  rsinxdbc 

on  trouve     r" 


2  /•  .  rsmxdx  „  , 

=— /  smnx-;; t: ; :     d OU  : 

««^^  1 — 2rcosx+r' 

0 


7t 

/rsinxsinnx      .        «r"  j^  ^     *  /«ov 

- — ; — rfx«=«-T-.         l>r>— f.         (78) 
1— 2rcosx+r'  2  '^  ^  ^    ' 

r  C08  X  r*  r' 

2%  e         sin(rsinx)==rsinx+r-â^^'^2^+77ô^s*'*3x  +  eCC., 

Or,  en  comparant  cette  form.  avec  la  relation  (48) ,  on  trouve- 

r"  2    /*  rcQBX 

«>-.  /  sinnx*e         sin(rsinx)t/x; 

1.2..n      ««/ 


d'où  : 


/'CCS»  ^  r°  -ro\ 

c         sin(r8inx)sinf?xdx=^  •j— 5 — .       l>r> — I.      C'*^^ 
0  •        ..  =»       =3 

rsin  X  r'  r^ 

S",  arctg-r =  rsinx— —  S!n2x+— sin3x  — etc., 

^l-|-rcosx  2  3 

1 >r>  —  /  ^ 

ou,  en  changeant  r  en  — r, 

f*  sin  X  f  1'*' 

arctg- — • —  rsin  x  +  — sin  2x-|--=- sin  3x  —  etc. 

°1— rcosx  '2  '3 

En  comparant  ceUc  formule  avec  la  relation  (48) ,  on  trouve  : 

/rsinxsinnx  ,        n     r" 
arctg  -i ^x=  -7  •  -  •       1  >  r  >  —  1.  (80) 

*^    1 — rcosx  2     n  =a    =ï  ^     ' 

0 


(243) 
2"**  Exemple. 

Chercher  la  valeur  des  intégrales 

/*fl — r^)cosnxdx      r^  foosaj      /    .     *      n 

/  i — s ; j   /  [^         cosfrsina?)  —  ^Jcosnaprfx, 

)  '  0 

^  |i  —  5/[I  —  2r  cos«4"''']|  cos  nxcfar. 

iolution.  On  a,  (Voy.  Cauchy,  Cbtir«  d'Anal.^  ch.  ix), 

1  —  r  cos  j? 
*>  i — ô : — i^  l-l-rcosa;-l-r«cos2x+r*cos3a;  +  etc.: 

ù:  l>r>— 1; 

1 r» 

5*  î — S ; — «=^+rcosa:+r*cos2ap+r^cos3jî  +  elc. 

i  —  ^rcoss-j-r*      ^ 

En  comparant  cette  relation  avec  ia  form.  (47),  on  trouve  : 


>n 


2    ,  /*(i— r»)cosniC(fcr  „  , 

0  ' 

/(i  —  r')cosnxdx       «    ^ 
1— 2roosx+r»        2  ^ 

0  * 

,   e         cos(rsinap)=14-rcosx+; — •cosSap-f-rrr^  ^^s^**^ 
;   .  +eic.;     1  >  r  >—  i 

cos(rsina;) — |=^  +  rcosa;-|-j— ;rC0s2jg+     ^     cos  Sx 
!n  comparant  cette  relation  avec  la  form.  (47),  on  trouve  : 

n 

r-  /  [e         cosfrsind?) — ^)]cosna5rfj:=r"^: — ;    d'où  : 
^ tj  ^  ^  ^  l*2..n 

0 

k 

rcoso;  «  f* 

e  cos(rsina?)  —  l]cosnaîrfa:  =  ^-  -— :     ou  : 


COS  (r  sin  a:)  cos  naîcfec  =  -• -T—s >  P^""*  w>v;      (02) 

2     1  «z..  ?î 


(  2^*  ) 

I  e^        cos(rsinap)dap=ic ,  pour  n  =  0.  (83) 

0 

3%  5'(1  +2rcosaî+  r*)=  rcosa:— — cos2«+  — cosSx— clc, 

i— i/(l_2rcos«+r«)  =  ^  +  rcosx+^cos2a?+-g'Cos3«+elc — 

En  comparant  celle  form.  avec  (47),  on  trouve  : 

2    /»  f* 

—y  [3  —  ^/(1  — 2rcosa:  +  r*)]cosnj:(i»  =  —;  d'où  l'onlirc  :_  ^ 


"o 


J  [3  — ïï/(i— 2rcosx  +  rO]cosna;da:s=-5- •— î         ou  : 
0 


ir 


/(l— 2rcosar-fr*)cosiwrcfx= ,  pour  n>0;         (84) 


0 


//(i  — 2rcosa?+r')rfa:=0,  pour  n«=0.  (85) 

'0 

3'*  Exemple. 

Chercher  la  valeur  de  chacune  des  intégrales 

/rsinx               ,     .         /*         rsinx  ,     , 

- — ^  — iioikxdx.     I  -r — s \%\xdx 


0 


C        rixnx  ,     .         C    (1 — r*)sée« 

/  ,  COSé  XOX  ,      /  — ^—rz • \ . 

•/    \ — 2rcosj54-^'  ^    \ — 2rcosaî+r' 

00' 


n 


Solut.  l •,  Nous  avons  irou vé  ;  /  ^'sina?        dx=»^r^. 

'J   1 — 2rcosa?4-r*  2 

0  ' 

Pesons  n  =  l,  2;  3,  ..  n,  puis  ajoutons  ,  il  vient  : 

/\ — -: — ^-^-i }sina:+sin2ap+sin3«  +  ... -|-8infix|<te  ^ 

0  • 


(  245  ) 

IVIais  à  cause  de  .^    .  «v^ 

cos(2n+l)-^ 

sînâP+sinSa;-}-...  -^-sin  na?=»  5  eot^ 


I     vient  : 


2sin| 


W  7S 

»_      ^        rsinjî  ,     ,        ,    /*        rsino: 

a.X   7 3 ; COtï«(te  — 5  /  i jT 1^ • 


co8(2n+l)| 
8in- 


=J{r+r«  +  . ..+!-); 


pour  2114.1  <=■&>«  00 ,  le  S"*  terme  à  gauche  disparaît  en  vertu  de 
'^     form.  (30);  et  comme  r+r» +H  + etc.  =  .-—,   la 


formule 


P>*écédente  devient  : 


1» 

i — 3 T— coti«te  — «T ,     l>r>— 1.       (86 

^    1 — 2rco»«+r"      '  1— r  ' 


,  Pesons  dans  la  même  form.  («)  n  —  1, 2, 3^ ...  n  ^  puis  ajou- 
tons y  après  avoir  donné  aux  résultats  alternativement  le  signe  + 
^^  — *- ,  on  a  : 


-2 — X —  Isin  «  — sin  2a?  +  sin  3x  —  etc.  +  sin  nxjdr  = 

-1 — ^2rcosap+r»*  ' 

^«^«^'^«^  sin(2n  +  l)^ 


s*0  ce— sinfte+sinSaî  — ...  +  8inna:«^tg^x  + 


X 

2cos— 
c:  2 


« 


V^  1— 2rcosaî+r*  ^  ^  1 — 2rcosa:+r' 


sin(2n+I)- 


0 

X 


(/X 


X  2 


^â"l''~'''"*"'*'~"'  +  ''i  ' 


(  2^c  ) 

ou  ,  en  fcsant  dnn^  la  2'"*  inlégnile  x  —  tt.^n+i^^k, 


T 


1— 2rcosx+r''^^       "'V  1— 2rcos2r+r*  *  cosr    ^"^ 

llr^r'  +  ^+r-l 

Pour  n  infini  ^  par  suite  ,  pour  ft  =  oo ,  la  2^*  intégrale  à  gauch 
ait  y  à  eausc  de  (3(K)y   et  la  suite  inûnie  r — r^-f  ...  aui 


pour  somme  i ,  on  a  done  : 

3%  Comme  on  a  tg5X  +  col5X==32coséx,  il  vient,  en  ajouta    j»-ï( 
(86)  et  (87)  : 

/ï — 5 r— coséxrfx=5r^ ,     l>r>— 1.       (88) 

•^  1 — 2rcosx+r*  l-~r**       ^  ^  ^ 

0 

4"  Pesons  dans  la  form.  (81) , 

n=l,3,5,  ...  2n+l , 

et  ajoutons  les  résultats  pris  alternativement  avec  les  signes  +       ^^ 
— 1 ,  on  obtient  : 

/l— r'  . 

:; — s ; — ■  {cosx — cos3x-f  cosox —  ...+ 
1  —  2rcosx-l-rM  '  * 

cos(2n+l)x|rfx  =  it  |r— r5+...+r*°**       ]' 
Mais  on  a  : 

cos  X— cos  3x+cos  5x — . . .+ cos(2n  + 1  )x5=3sec  x4 

'  i       \      I    /       a  I       2eosx 

d*où  : 

V  1  —  2rcosx+r*  »^  1 — 2rcosx+r*         cosx 

0  0'  , 

Comme  on  a  : 

cos  (2n+2)x       cos  (2n-f  1  )x               sin  (2n  + 1  )  ^        .    ^ 
— i LJ^  =  — 1 — î — i,  cos  X  —       ^ . tg  X  sin  T  ^ 

cos  X  cos  X  sin  X 


(  247  ) 
a  aussi  pour  fts^Sn-l-i  » 

«  ïr 

/'  (1 — r')sécx     .    ,  1   rcoskx  1 — r* 

1  — 2rcosa:+r*         ^    cosx      i — 2rcosx4-r» 

ir 

/sinfcx              \ — r' 
— : •  1 — ; —  lgxsinacdx  = 
sinx       1— 2rcosx+r' 

«  jr— r'  +  ...  +r«»"j. 

Donc,  pour  A;sao ,  ou  n  infini,  on  trouve,  en  ayant  égard  aux 
m.  (28),  (21)  , 

/■»  {{ — r')sécx  r 

/  ç,     ^ r-l  dx  =  2,  -f-  ,       1  >r>-i .        (89) 
1 — 2rcosx4-r»  l-)-r»    '         ^   ^  v     y 


EXPRESSION  DES  FONCTIONS  ARBITRAIRES 

par  les  Intégrales  doubles  et  multiples  de  Fourier. 

I*'  Problème. 

Chercher  la  valeur  de  l'intégrale 

h 

/>(x  +  0   -kt/Tî.  . 

J e  dt ,  pour  k  =  oo  . 

a 

Solution.  ff{x)  étant   une  fonction   continue  entre  les  liinilrs 
l'intégration  y  et  c  étant  un  nombre  positif,  on  a,  par  la  for- 
lie  (7'),  pour  fc=oo  , 


00 


0  0 

1 1  y  a  maintenant  plusieurs  cas  à  distinguer. 

a>0,6>0     a<0,6<0-  rt<0,6>0j  o>0,6<0. 


{Î48) 

1''  Cas  y   a  el  b  sont  paritifs. 
Alors  on  a  : 


0 


y«+o  ^^i^=i,,^ 


Donc,  pour  i»  oo ,  et  à  cause  de  la  forra.  (7'),  il  vient  : 
6  • 


/î!ï±-«.-'"'^*=,(x)/" 


0  CD 


Kx)  yllZlJ^.O.        (90) 

0 

2"*  Cas  ,  a  e/  b  ^ofU  négatifs. 
On  a ,  par  les  form.  (8')  : 

A  •^ 


-^dz 


z 

0—6  


Cela   posé,  fesons  dans  Tintégrale  y  îifj 
(— — r ,  on  aura  :  — « 

yx+0  ^^kt/:=i^,_  /"î<^-0.  ^kti^=ï j^ 


rj{x±±  -^^^^Uf  -f^^" 


a 
a 


0  0 

donc ,  pour  ifc=oo  ,  et  à  cause  des  form.  (8'),  il  vient 
yx+0    -kt»^=ï 


/^ 


OO  00 


dt 

t 

— a 

0  0 


(  249  ) 
3"*''  V,\s  y  h  est  positif,  «i  9iégatif, 


Il  a   : 


0 

/  *  t 

0 
0 

i   dans  la  2'^''  intégrale  à  droite  nous  changeons  /  en  —  ^ , 
cnt  : 

t  J  t 

0 
a 


njx-t) 


dt. 
t 

0 


^onc  pour  A;  —  oo  ,  et  à  cause  des  form.  (7'),  (8'),  il  vient  : 


CD  00 


0  0 

OO  OO  00 

•/^xF  /coszrfz         . /'sinzdjr       /\ios  zdz 


-  z 

0  0  0 

l^=ï/i^} Tftx)!/'-!.       (92) 

0 

4*^**  Cas  ,  a  est  positif,  h  négatif 


b  -a 


J  i  J  t 

0  0 

TOME  7.    S*"'  PART.  ^2 


(  250  ) 

En  changeant ,  dans  la  i^"*  intégrale  à  droite ,  I  en  —  I ,  il  vîenl    * 
—6  b 


rf{x+t)  ^-kt/-ijj^  A(a?- 


0 

OO  00      « 


^  0  0 

__  OO  00  00 

=   Ml     r^oszdz     ^ — '  rUtizdz       /•coszrfz 


0  0 

2"'  Problème. 

Chercher  la  valeur  de  l'intégrale  double 

«      *  _ 

/du  A(x  +t)e-^**^-^dl. 

0        a  

Solution.  En  différentiant  e  par  rapport  à  ft,  on  a  : 

on  tire  de  celle-ci  : 

^ =-^^-1  fe-^'^^-^dk; 

t  •^  ' 

pour  fc=0,  le  premier  membre  se  réduit  à—  ,  on  a  donc  : 
^ ' iZ—lfe-^i^-^dk.        (a) 

0 

En  multipliant  cette  égalité  par  f{x+$)dly  et  en  intégrant  enC' 

a  et  by  on  trouve  : 

b  b 


a  a 

h  k  


dt 


0 


(281  ) 

u,  en  remplaçant  la  variable  k  sous  le  signe  d'intégration  du 
^nd  membre  j  par  une  autre  lettre  ti ,  on  a  : 

b  b 


J        t  ^f  i 

a  a 

k  Je 


v^  r?[x'\-t)dtré 


-nt^^^î 


du 


a  0 

k        k  

0         a 

3onc ,  pour  *=cx> ,  on  a  : 

h  b 

•f(x+0    -kti/~i  ^       /•f(x+/) 


n{^+t)  ^-kti/~i^^_ /'w 


t  ^     t 

a  a 


--  y^^rduCf  (X  +  0  c  -«^'^-^rff .  (/3) 

0         a 

>i  a  et  6  sont  de  même  signe ,  le  i"  terme  à  gauche  est  nul  en 
tu  de  (90),  (91),  et  l'on  tire  de  (j3)  : 

a  a 

«>0)       a<0  ,Q., 

»i  a  est  négatif  et  6  positif,  le  1"  terme  de  (/3),  à  cause  de  (92), 
"ëduit  à  —'x<({x)V—-{  ;  on  a  alors  : 

0        a  a  * 

a<0,6>0. 
ii  a  est  positif  et  6  négatif,  le  1"  terme  de  (/3)  se  réduit  à 

a;)k' — 1 ,  et  l'on  a  : 

0         a  a 

a>0,&<0. 


(  282  ) 
jine  Problème. 

Chercher  la  valeur  de  diacune  des  intégrales 

0         a  0         « 

Solution.  ^^  Si  dans  les  form.  (95)  on  prend  a  cl  6  avec  leurs 
signes  explicites^  savoir  : 

fduf9[x-\-i)e-''^'^-^dt~n^[x)~l/~iJ^l^^ 
el  qu'on  y  pose  /=(' — ac,  on  aura,  en  omettant  les  accents  : 

X — a  0        X'^a 

Dans  cette  relation  on  a:  6-l-x>a:>x— a;  soit  i8=6+*» 
«■-X — a,  elle  devient: 

i8  CD         /9  _ 

(a),  nf{x)+t^ -{ fîMr^f du ff{t)e<''-'^^-'dt,    (i>xya. 

a  0         a 

2°.  Pesons  dans  (94)  i^i — x,  on  aura,  en  omettant  les 
accents  : 

h-\-X  QB  h^X 

ar\-X  0  Or^X 

On  a  ici  x<o-f-x<64-x ,  ou  x>a+x>b  +  x  y  selon  que 
a  et  6  sont  positifs  ou  négatifs.  En  supposant  ces  limites  positives  j 
et  en  posant  a-l-xcsA^  b-^x=/9,  on  aura  : 

fi  06  P 

(97),  K3ïy>^=,yrf«y^Koe-''(*-*>'^-'*-  «<«</3- 

a  0         ce 

Comme  la  condition  x^a^fi  est  remplie,  pour  les  valeii  ^ 
négatives  de  x,  ou,  comme  on  a  :  — x<tf</3,  on  peut  chanj 
dans  (98)  x  en  — x,  ce  qui  donne  : 

(98),     -  K-1  Afl*  =  fin  ffU)  e-»(-+')'^^rf/. 


(  253  ) 

En  développant  rcxponentielle  du  V  membre,  on  déduit  de 
(99)  les  deux  égalités  : 

0  ^fdaCf^i)  cos  M  (x+0 A  ,  (980 


0        a 

00 


y jKOA       r^^r^if)  sin  M  (X  +  nA.  (98") 

a  T  0  « 

En  multipliant  la  ^'  par  K^^ ,  on  trouve  ,  en  ajoutant  : 

«       '        0      « 

La  condition  — x<tf^/3  sera  toujours  remplie,  si  x,^,  j3  sont 

>osilifs.  Il  suit  de  là  que  les  relations  (a)  et  (b)  subsisteront  alors 

5oura'<x<i3.  Par  conséquent  ces  mêmes  relations  auront  lieu 

lussi  pour  rt=0,  /3  — 00  ,  puisque  x  étant  positif,  on  a  0<x<oo  . 

CAS  PARTICULIERS  DES  FORMULES  (a)  ET  (6). 

Nous  distinguons  les  cas  particuliers  suivants  : 

a  =  0,  /8=0,  x=a,  x  =  6  , 
K^]  devient  discontinue  pour  xr:^c^  c  étant  compris  entre  a  et  /3. 

i*'  Cas,     «=-0. 

Comme  on  a  alors  «cbx  —  a=»0,   il  vient  XB=a,-  il  suffira 
donc  de  remplacer  dans  (a)  et  (6),  x  par  a  ei  a  par  0. 

2*"*  Cas,     /3=-0. 

Comme  ona/3=»x-4-6«=»0,  d'où  x— — 6,  il  faudra  remplacer 
dans  (o)  et  (6),  x  par  — 6,  /3  par  0;  ce  qui  donne  : 

0  00       0  _ 

a  *  0  a 


0  00        0 


-  \/—\pJ^^fduff[t)  C^^^'^^^dl  ; 


(  28i  ) 
on  bien  : 


00        « 


fi-b)J\.\/:=\  fl^=-fduf,{t)e-^^-^'^'^'dt,  ( 


0  '  0        0 


00  0» 


*0  0         0 

S""*  Cas,     X  — a 

Comme  on  a  x=a«=x  —  a,  d'où  a=»0,   la  form.   (fl), 
2"'  problème  devient  : 

= — K  - 1   rdun(s-\-t)e-'^^*^'-^dt  :    on  : 


0        0 


"  /  N  .  1/ — ï   /  \   /^CMzdz      .y — -  /"f(x^l)dt 


0 

CD  h 


fiuf^  (x  +  0  tr'^'^-HL 


0        0 

Pour  /«»/'— X  on  8;  en  supprimant  les  accents  : 

0  as 

0      » 
Comme  on  a  x«««,  si  on  pose  6-l-«==./3,  il  vient  : 


0  a 

00         ? 


fduff{t)e<'-''^^-Hl. 


0 


(  255  ) 

En  développant  rexponentiellc  du  V  membre  ^  cette  dernière 
écjuatîon  se  partagera  en  deux  j  savoir  : 

00  ? 

~  f<«)  ^J'diiff(t)cosu  {a—t)dt,  (101) 


0       « 

00  ^       .  CO  P 


^-if^+f^-M^o^-i"»^- 


0         « 


Cette  dernière  n'est  d'aucun  usage  u  cause  de  / 


00 

*cos  zdz 


z 

0 


4"'  Cas,     x=/S. 


Comme  on  a  x=»/j— ioc-j-fc ,  d'où  6«0 ,  I«i  fonn.  (/S)  du  second 
prot)lème  donne  : 

0  0 


rnag+O  ^-kt/=r^^_  /yx+ 


00 


V—\fduff{x  +  <)  c-"*'^-V<  ,• 

0         a 

a  a 


„  ^  _  y^y(x+o  ^-kt/iiïj^  ,y^?(^+ 


<o        o 


V— ly^tt  A(a:-|-/)e-'«'"^  -îrf<. 


0        0 

00 


0 

00        a 


■1  y^H  A(x-t-Oc~'**'^"** ; 

0        0 
«  y         z  ^         t 


00  <» 


riHf^[x^i)r''^^-^ât. 


(  286  ) 
Soit  <«»(' — X,  il  vient,  en  supprimant  les  accents  : 


0  X 

00       a-i'X 


(^-t)l/~l 


0        X 

Comme  on  a  x=: /S,  si  on  fait  de  plus  a+fi=  / ,  il  vient  : 

oE>  y 

d'où  l'on  tire  :  <>       ^ 


a>        » 


Jj.(/3)  =,fdaj\{t) cosu{fi-:)dt ,  (102) 


0       p 


00  y  00     y 


0  "  ^  0/9 

Celle  dernière  n'esl  d'aucun  usage. 


Remarque.  Les  valeurs  des  intégrales    I  ^ —  ,    /  ^^^ —  ^ 

sont  supposées  effectuées  selon  la  form.  (H)  du  1"  livre,  en  so  «"^c 
qu'alors  elles  seront  toujours  réelles. 

S""'  Cas  ,     f  (x)  e*^  discontinu  pour  x  =-  c ,  a<c</3. 

Dans  ce  cas  1  équation  (o)  donne  : 

t/   c — (/C — <     ^       J 

«  0  a 

/S  00        /9  _  

^'  c+dc—l    •/      */ 

a  '  0  a 


(  2S7  ) 

aïs  à  cause  de  e"**^^   ""^  =  e        "~^  —  1 ,   ces  formules  de- 
lent  : 

a  0        « 

fi  00  /^ 

a  0         a 

)nc  y  en  ajoutant  ces  dernières  : 


a 
00  fi 


fduf.{t)e^i^-'y-^dt;       (103) 

0         «e 

Ta  dc=iOy  après  les  développements. 

4™''  Problème. 
Chercher  la  valeur  de  l'intégrale 


00  00 


y;iiiyf(t)c»(*-«^'^-»dt ,  00  >x>  -00 . 

0         — oo 

lution.  On  a ,  par  la  form.  (96')  : 

^+^  00  ^+» 

!,  en  prenant  a==  oo  ,  6  =  oo ,  celle-ci  devient  : 

— «  0  — oo  QO>X> 00. 

nvllaire  1.  La  formule  précédente,  en  en  développant  l'ex- 
ntielle,  se  partage  en  deux  autres  qui  sont  : 

00         00 

)   T  f  (x)  =  /  du  /f(t)  cos  u  (x — i)di , 

oc  ^T> — 00  • 


TOME  7.   5""  PART.  35 


(  258  ) 
Corollaire  2.  Comme  on  a  : 

00  00  oo 

f  cosu{x^t)du^^  f  cos%i{x—t)du  ,    fsinu(x — 0=0  , 

—00  0  — oo 

en  vertu  des  form.  (ôGOyCSC*^],  du  1"  liv.,  les  équations  (10! 
(106),  donneront  : 

oo  00  00  oo 

i,f{x)  —  rf{t)dt  ricosu{x^t) du^  /f(^)rf^ /cosm(x— Odw; 

00  0  —00  —00 

00  00 

ou  :      2Ty(x)«.  /dM/^(r)costi(«-0*-         (*07) 


—00      —00 


/si 


00  oo 


0  0 

0 


=  fK^)^^  [  /sin  u(x— 0  du  +  /sin  u  (x— <)  du  ] 


.00  0 

00  00 


=  l?{t)dt  /sin u {x—t) du;      ou  , 


—  00  — oo 

00  00 


0  ^  rdufflO  sin  u(X'-t)dt.  (108) 

00       —00 

En  multipliant  cette  dernière  par  K— 1,  et  en  rajoutant  ft  (107 
on  trouve  encore  : 

00  00  ^_^ 

2Ty(x)  =  /duy*,(0c'»(*-*)^*.  (i09) 

-00      -00 

5°*'  Problême. 
Chercher  les  valeurs  des  intégrales 

00         ^  00  ij 

/du /f  (t)  cos  ux  cos  ut  dt ,  /du  ff(fy  sin  ux  sin  ut  dt. 

0         «  0         « 

Solution.  Si  on  développe  les  exponentielles  des  formules  [a]  c< 
(b)  y  on  obtient  : 


0) 


(  259  ) 

?  w     fi 

»f  k)  +  V^f^^  ^J'iaJ'ffji)  C06  u(x—t)it  -{- 

«  0         a 
«0        ^ 

k'— 1  ydtt/K*)8intt(x— <)A, 

0         a 

^^/'i^  ==/''"/'«  ««"(*+*>*+ 

«        P 

|/— 1  /rfu /f  (0  sîn  ti(a:+ i)rf/. 

0        a 

I  égalant  les  termes  réels  dans  les  deux  membres  de  ces  for- 
» ,  elles  conduisent  aux  relations  : 

co         fi 

')     T f (x)  -H-  /d M  /f (0 cos  ti (x— r)cft , 

0         a 

J-^  =Ji^Jf{t)  sin  M  (x— <)dl ,         ou  : 

«  0         a 

GO  fi  00  ^ 

]z=z  fdu/  f  (0  cos  Ml  cos  tixd^-[-   f  du  f  f[î)sinuxsinvtdt  f 

Oc  0         a 

co  fi  €0  fi 

I— y  dtt/f(Ocos«xcostilA — f  du  ff[t) sin ux&inutdt. 

0         a  0         « 

II  tire  de  ces  dernières  ,  par  addition  et  soustraction  : 

00  fi 

)      —  •  f (x)  =«  / dit/ 9{t) cos ui cos tixA  ,  /3> x> a 


0         a 
00         /» 


)      Q  •  f (*)  =y  *y  ^(0  sin  t4l  sin  lixA  ,         i3>  x>  «. 


2  0        . 


emarque.  La  première  de  ces  formules  subsiste  encore  pour 
) ,  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  seconde. 

bservons  aussi  que  (lil)  subsistera  pour  des  valeurs  négatives 


(  260  ) 

dex,  si  Ton  a  r( — x)s=:?(x);  et  (112)  subsistera  si  la  foneti. 
^(x)  jouit  de  la  propriété  f( — x)= — ^(x). 

Cas  particuliers. 

Ck>mme  les  form.  (a)  et  (6)  ont  lieu  pour  a=aO,  il  suit  c^^sc 
Ton  a  : 

(113)      |f(x)=ydMyf(OcostilsintixA,  /3>x>0 

0       0  "^ 

(*  * *)      f  f (^)  "V  ^V  f (0  sin  ti/  sin  tixA.  /3>x>0. 

0         0 

Pour  X sa,  X  B»/3 ,  nous  avons  vu ,  dans  les  cas  particuliers  mJÊ.u 
S"*  problème,  que  s>(x),  se  réduisait  respectivement  à  if  (a)^ir  O^^* 

Si  ?(x]  est  discontinu  pour  une  valeur  c  de  x  comprise 
4seti3y  nous  avons  vu ,  dans  le  S*"*"  cas  particulier  du  5"** 

bleme ,  que  f  (x)  doit  être  remplacé  par '    ^    ' — L 

2 

fesant  dc=0  après  les  développements. 

Corollaire  1.  Pour  iS=QO,  les  form.  (113),  (114)  donnent  : 

00  co 

(115)  |-r(ac)= /^'*/?(0 cos  tix cos i/(rf^ ,  00  >x>0. 

0        0 
co         co 

(116)  1^  f  (x)  =y  *|/f  (0  sin  ux  sin  w/A.  oo  >  x>  0. 

0        0 

Corollaire  2.    Comme  on  a ,   par  les  form.    (36') ,  (36*^,       ^" 
1"  livre  : 

co  oo 


/  cos  wx cos utdu =2  /cos  wx cos  wlrfw  , 


00  0 

00  co 


/  sin  ux  sin  utdu  ^ij  sin  ux  sin  uidu  y  il  vient    - 


•00  0 

00  00 


(117)       ^  f  (x)  = /^cos  xudujfit)  cos  uidt ,  x>0  , 


•00  0 

00  GO 


(118)       ^9{x)^  I  sin  uxdu   /?{()  sin  w/rf^ ,  x >  0. 


— 00  0 


(261  ) 
7crollaire  3.  Comme  on  a  trouvé 

f  (x)  =  fdu  ffit)  C08  ti  (x — 0  *  =  r?{t)dtrcos  u{x — t)du 

0         a  a  0 

lura  aussi ,  en  multipliant  par  2  : 

P  CD 

2w?(x)=2  H{t)dt  fcos u {x—t)iu ,  ou , 

a  0 

^  CD 

2«  •  f  (x)  =  r9{t)dt  /cos  tt  (x —  O^**  >  W 


a  —00 

00 


Mais  à  eause  de    /sin  ti(x — t)dM=0,     on  a 


—00 
#00 

0  -  V—\r^t)dtrsm  u  (x-ty«.  (J8) 

Donc,  en  ajoutant  (a)  et  (/S),  on  obtient  : 

P       «0  

ç(a.)=l.y /*f(«)e''('»-*)'^-V«A.  (H9) 

a      —00 

'Corollaire  i.  On  a,  par  la  form.  (119)  : 

/»     «  __ 

a      —00 
y       — CD 

Cn  substituant  la  valeur  de  f{t,y)  donnée  par  (fi)  dans  [a)  y  il 
xit  : 

^  00        Z'         00  __^ 

^f  f  f  f"  ''^*~*^  "^"^  c'<y-'>'^-^f (t,T)dtt(f»(«dr.        (1 20) 

y      —00  a      — 00 

On  Crouverait  de  même  ;  pour  une  fonction  arbitraire  de  trois 
ï^iables  : 


(  26-2 
(121),    f(x,y,z)  = 

Les  form. ,  données  dans  ces  corollaires ,  sont  dues  à  Fouri^^ 
(Voy.  la  Théorie  de  la  Chaleur,  chap.  ix). 

Voyez  aussi  Caucby ,  Théorie  des  aiides,  Savants  éîrang.,  U 
note  xiXy  où  les  formules  (115), (116)  sont  présentées  sous  la  fomrft 


co 

(122)    y(x)-.(|)i/f,A*)eosAu;dx, 


0 


f(x) = (  I  )*yi»  cos  fixdx  ;  (f  23) 


0 

oo 


(124)    fix)^{'^)iJ*F{fi)sinfLxdx 


F(x)  =  (|)*/f  M  sin  fixdx  ;  (1 25) 

0 

dont  on  déduit  aisément  (115)^  (116). 

Les  fonctions  f,x),  t(x);  ?(x),  F(x),  sont  nommées ,  par  Cauchy» 
fonctions  réciproques.  (Voy.  aussi  Cauchy,  Exercices  de  Mathénë  • , 
1827,  pag.  113). 

On  déduit  aisément  des  form.  (120),  (121),  les  suivantes  : 

oo    oo     oo     00 

{—yf  f   /  /costi(x— O^^^l  t'OSv(y--T)f(f,T)durfycfrdr, 

— oo  •— 00  — 00  — oo  (12(^  / 

?>,y,5)  = 

QO   00   oo   oo   oo   oo 

{r-y  1     f  f   f    i    / COS  «(x—/)  COS  y  (y — r)cosAc(z — e) 

— oo  -.00  —  QO  —GO  — oo  —00     f{t,T,^)dudvd4dTdfid9.    (lïl  ^^ 

Chercher  la  valeur  des  intéfjralcs 

co        P  co        P 

/du  /f (i)  sin  ux cos  utdi ,     / du  /?{{)  eus  uxsin  utdl. 


X 


(263) 

oltUion.  En  égalant,  dans  les  form.  (110),  les  coëflicients  de 
-1  des  deux  membres  ,  on  obtient  : 

^  -/^^/f  (Osinti(x-/)*  ^ 
0       « 

00  fi  »  fi 

fduff{t)sinuxcos  utdî —  fduffif)  ces  wx  sîn  utdî , 

0         «e  0         ce 

00         fi 

"^  0         a 

ai       fi  T      ^ 

(du  fflt)  sîn tix  CCS  utdt -jr / du  / f(t)  ces  twc sin  tz/rfl. 

(^        flc  0        « 

n  tire  de  celles-ei ,  par  addition  et  soustraction  : 

fi  m        fi 

)         /"f^f^*  =rduÇ^{t^  sîn  ux  eos  ti^A ,       i3>  x>rt , 

a  0         « 

/»  OD  ? 

)    —f}^^^.^fduf^[i)^Q%uxûx\u%di,       /9>x>tf. 

a  0         « 

3ur  tfsO,  /9»oo ,  on  a  : 


00  00  oo 


Ç^2l—L  ^ÇduC^  sin  tix  cos  uidt,  (1 28) 


0  0        0 

00  00        oo 


—Jh^^  «.ydîiyj,(<)  cos  iix  sin  uidi.  (1 29) 

0    *'""*        0      0 

Applications  des  Formules  de  la  3"**  Section. 

les  applications  sont  de  deux  espèces  ;  on  applique  ces  for- 
es à  rintégration  des  équations  aux  différentielles  partielles , 
la  recherche  de  la  valeur  des  intégrales  définies;  nous  ne  nous 
éperons  ici  que  do  cette  dernièFe  sorte  dappUcations. 


(  264  ) 


l*'^  Exemple. 


Chercher  la  valeur  de  chacune  des  intégrales 


CD  CD  CD 


/^cos6ï«          /^usinbu  ^       /^sinfrtt^       fueosbu, 
I  du,  / X du,  /  du.  / : — (W. 

0  0  0  0 

Solution.  Si  dans  les  form.  (a)  et  (6),  on  fait  a^O,  i3»« ,  elles 
deviennent  : 


0  0        0 

OO  OD  00 


0  *  0         0 

Soii  î»(x)— e-",  x«=6,  on  aura,  par  les  foran.  (59),  (40)  du 
2"*  livre  : 

00  00 

(y)    y'-^e--«*=ér-«Wt(€«^),  /^-^e-^  [i] 

0  0        "** 

Par  là;  l*"  la  form.  (a)  devient  : 


00  00 


00  00 

.»— ab    I    t/ 4  ^*— ab  l.*/«ab\  / 

'o       0 

00  QD 


.y^,bui^-irf,,y  V(-+^^-^)*d< . 


0  0 

00  00 


|rt— i,j/— 1  )e'">'^-^rf« 


0  0 

=  fla^^^  _  ^/=^  /"'""'^^rf»    (130) 

0  0 

Donc  ;  en  développant  les  exponentielles ,  on  a  : 


(,  265  ) 

00  GO 


0  0 

00  oo 


•1     / du  A-    I  ; da.  (loi) 


0  0 

La  forin.  {fi)  devient  : 


00  OD 


— 1  c«Vt(e-«^)= /dtt /*e"(H-t)»^^  Q-ai^i  ^ 


0  0 

00  00 


^fe^^'^Uafe-^^-^^-^^Ut , 


0  0 

00  00 


0  0 

00  00 


+ 


=  />!ri!^'+i/i:,  A!!!!:!*'.       (,32) 

0  0 

oitc  ,  en  développant  les  exponentielles,  on  a  : 
'—{  e'^liie-"^)  = 

00  00 

0  0 

00  00 

— 7    f*ucosbu  J            /usinbu  ,  ,.^_, 

— i   / ; du—    /  — ; du.  (Iô3) 

0  0 

^n  comparant  les  ternies  réels  et  imaginaires  des  deux  côtcs^ 
lire  des  formules  (151),  (132),  les  suivantes  : 

00  00 

.  _^^ facosbudu     ^^     /u^inbudu 

^      ""'      ~J      a'+ti'      '^J      a^+u*     ' 

0  0 

TOME  7.    3"""  PART.  7,4 


(  ^6  ) 


X  oo 


k,./    Kx  f^i^'snbn  j  /^u cos bu  j  ..-^'^ 


^00  0  00 


,,«^,              ^          /^aco&budu          /usinbtidu 
(ioG)  0=    / /  ; , 


^^00  0  «, 


0  0 

De  (134)  et  (t56)  on  tire  par  addition  et  soustraction  : 

00  00 

(iù8)     / rfM  =  ^r-«b       I — B-— e-<*.        (I  .:>t)) 

*^    a'  +  M^  2  •^   a«+u>         2 

Ces  formules  ,  trouvées  par  Laplace  y  ont  déjà  été  obtenues    f^ar 
d'antres  procédés. 

En  ajoutant  et  en  retranchant  les  form.  (135),  (137).  on  trouve: 


00 

'*asinfcw 


J  .^l!!LJirf„=i[e-«»'/t(c«»>)  — e^Wi^e^^^    ,  (UO> 

X 

/*/!  eos  6?/ 
_- c/w  =  —  1  r  e-«»»  //  (<:«»»)  +  e«^  /i7e-«^)  ] .  (  1 4  I  > 

0  ' 

Corollaire  1.  En  ajoutant  et  en  retranchant  les  form.  (y)  et    O)' 
on  obtient  : 

00 


0 

00 


0 

Si  dans  ces  dernières  on  change  6  en  a,  a  en  fr,  ce  qui  '^^ 
changera  pas  leurs  seconds  membres,  on  aura,  à  cause  de  (f  -4-*), 
(141),  les  formules  : 


QO  00 


ra^mbn  .         /*    adt 


n  0 

«cos  bu 


I  -Tj— T  dn  =  -  /  -^ r-e-^^  (  1 45) 


0  0 


(  207  ) 
04>rolL  2.  On  a  ,  par  la  form.  (138),  e-^*=  —J  ^,     ^^,  du  ; 


0        + 


substituant  cette  valeur  dans  (144),  on  obtient  : 

/*  adt        ,,      2   f'atdt      r'cos  bu    , 
►  0  0  ' 


00  00 


=  —  /  acos  budu  / , 

0  0     ^  /\        «      / 


•=  —  /  ocos6uc/m./(— )— =-; r-  , 

0 

co 

2  /TicosfcM     a 


0       '+ 


oc 

On  tire  aussi  de  (139)  :     er^^  «=  —  / du  ;    en   substi^ 


0      + 
nt  cette  valeur  dans  (145) ,  on  trouve  : 

/tdt      _^^^   /^  tdt        2    /ttsinôw 

C  0  0  ' 

00  00 

=  —  I  u  s\n  budu  1 , 

2  fnsmbu  ..a 
=  - I —r-^ — rK-^u.  (147) 

0 

Corollaire  3.  Les  équations  (130)  et  (131)  donnent,  par  addi- 
n  et  soustraction  : 


oo  

TC 


'^  ,  rfw  =  - c-«'>+il/— 1  [e-»"// (C*)  —  fW/Cr-»") ] ,    (1 48) 

00 

^  !ii-__f/M  = ^e-«^-Ke-«^«(0  +e-^^«(e^^)].   (149) 
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2"*  Exemple. 


Chercher  la  valeur  des  expressions  : 


00  GO  <» 


0 


0 


Solutioti.  1%  Posons  dans  la  form.  (i39),  6  =  i,  2,3, ...  »  ,     ei 
ajoutons ,  il  viendra  : 


00 


/-^-j— î|sint«-J-sin2u+...+sinnu|du  = 


0 

ou  : 


s|«-+«^+-  + 


]■■ 


u 


CD  OO 

1     ruCOi^U   .           y   r      u 
^  /  — Tï T^^—Ut] 1 


cos(2n  +  l)-. 


sin- 


du  = 


«[c-.  +  r-s«+...  +  e-' 


■]■ 


Donc  ,  en  remplaçant  dans  la  seconde  intégrale  —  par  u 

OO  00 

,    Pu  cot  Ui  ,  rcos  (2n4-1  )u     2ti  cot  n   , 

â  /  — ; — ~-a'i  —  / ■ •    ,  .    ,   ^du  = 

•^    o  +11  '^  cosn  a+4u 


_[e-<.  +  c^.  +  ...4. 


.114 


]• 


Par  conséquent,  pour  n=oo,  et  en  ayant  égard  à  la  formule 
(30^^),  il  vient  : 


/ucoliu   ,        it        i 

0         ' 


ou ,  en  écrivant  26m  à  la  place  de  u ,  2a6  à  la  place  de  a ,  on  trouve  : 


00 

/u  coi  bu  , 
a*  +  a 
0         ' 


çïab ^   • 


(150) 
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Si  dans  la  form.  (139),  après  avoir  posé  6  =  1,  2,3,  ...  n, 
3ule  les  résultats  pris  alternalivemenl  avec  les  signes  -{-  et  — 1 , 
nient  : 

— iî —  jsinw— sin2w-| +sinnM  \du  =« 

u 
00  00  sin(2»+1)Tr 

)mme  on  a  : 


00   _  .         _  .  00 


f^  2m        sin(2n+l)u  .        /*sin(2n4-l)M      2iitgM   . 
a'+itt*  cosu  »/         sinu  a'-f-4tt* 

cm  par  (30^)  : 

0  *  * 

i  Ton  change  u  en  26t« ,  a  en  2ab ,  on  obtient  : 

p^rf„  =  _JL_..      (15,) 

c/  0*+M*       C2«^+1  ^    ^ 

0 

'  Comme   on   a   :    cot  bu  -f-  tgfeu  =  2eosé26te ,    on   tire  de 
)),(151): 


OO 


/'zucose'zbu       n 


0  ' 

en  remplaçant  ti  par  ^u , 


00 


/îi  cose  6?^  ,  ir  , .  » .. 

0  • 
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ù"""  Exemple. 


Chercher  la  valeur  de  rintèfjralv 


00 


/soc bu    , 
— r -du, 
a*-\'U^ 
0 

Solution,  Si  dans  la  form.  (138),  mise  sous  la  forme  : 

/cos6»«    ,         ^ 
— - — -  du  =  -— c-**> , 
a^+u^  "la         ' 

0         ' 

on  fait  6=1 , 5, 5  . ..  (Sn-f  1)»  on  aura ,  en  ajoutant  les  résultats  f:»  vis 
alternativement  avec  le  signe  4-  et  —  : 

OD 

/ -j-r-— ^  I  cos  u  —  cos5(i-^cos  5ti  — ...  +cos(2n+l)ii|dii  === 


0 
ou  : 


^  j  e--e-3«  +  ...  +  e-(^o«  j  ; 


,    r  scctt    ^    ,  .   /^     1        cos(2n+2)M  , 

2  /— ; r*'Tïï/  Ti — ; ^ du  = 

*'    «*+w*        '  ^^   a*  +  M*         cosa 

0  0         ' 


Mais  on  a  : 
ros(2n+2)n 


^  {  e— —  e-»«+  ...  +  e-(*»^*>^/. 


cosu 


/o    \  à\        sin(2n+1)M    . 
=  cos (2n \\)u L__i_i_  s,n  u  , 


COStf 


.^     .  ..         sin(2n+l)u         .  . 
COS  (2n  +1  )u ^r^ Ig  u  sm  m  ; 


SiUU 


on  a  donc  : 

00 


00  00 

,    /'sécu    ,    ,  ,  /'cos(2n-f  !)?«    . 

â  /-n — irfw+5/  — Tj— 1 —  ^w  — 


0        •  0 

00 


sin(2n-j-l)f/         (g  m 


^    /'sm(2n4 
'•^^  sintt 


Mais  on  a  : 


«•-fw' 


sin  u  du  == 


^  je-'»  — 6'-^«-J.  ...  +c-^-°"^'^|' 


2a 
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i   terme  s'évanouit  |)our  n=>oo  ;  il  en  est  de  même  de  la 
intégrale  à  gauche ,  à  cause  de  (50^)  -,  on  a  donc  : 

oo 

1    /*  séc  te  «  1 

lisons  ici  bu,  ba  à  la  ()lacc  de  u  et  de  a,  on  obtient  : 


00 


/  — ; r(^^  =  —  •  -T-; r*  (  '  '^^] 

^^   tt*  +  «*  a     e^'^+e-***  ^       ' 

0  ' 


4""    KXEMPLE. 

li,k,  ...  a,b,c,  étant  des  entiers  jjositifs , 
chercher  la  valeur  de  Viniégrale  : 


...  du. 


olution.  On  a  : 

ces  xw  /cosxudu  fcos  xudu  f  coîi  xudn 

a^-\-u*    ^~/     a'+ï<'    ^/     a»+M'    ^  ^/     «"  +  w'     ' 

— co  0  —00 

snia;/£f/?{  fs'iuxudu  /s'uixudu 

— oo  0 

conséquent  on  a  : 

00  CD 

*'  +  tt'    "~  A  ^        'y  Â'+û» 

00  — ÛO 

<*  ces  deux  équations  on  lire  : 


-  du  =  0. 


00 


n 


e  =rc        .  (154) 


k*-\-  u'  fc 


—  oc 
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Mais  on  a ,  par  la  form.  (2ô)  du  V  livre ,  en  supposant  a  positif 

En  muUipiiant  ceilc-ci  par  77-; — e  .   on  trouve  « 

intégrant  : 


00 


—  00 

— 00  0 


•00 


00 


=/ 


/     m — 1    —  o«     *      — (h+aî)k 


k 

0 


00 


=  I.e-'"/x— 'e-<'^'^''rfx, 


/ 


û 

00  ^^ 


KiW 


k'+u"      (a+„v/IIi*)-        A  (o+A;- 


-OO 

Multiplions  la  relation 

00 


(6 +  11  >/_!)-       ^ 


par  -j— — -. — -- — ,   on   trouve,  en  intégrant* 
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OO 


—  00 

00 


•00 
00 


0  c/        *'  +  "*         (a+«|/— !)■ 


00 


dx»  T- 


0  *    («  +  *)" 

«0  hk 


0 


^— hk  ,    X 

II.  J Ei!îL.  Donc: 

k     (a+Ay»    (ft  +  fc)" 


00 


. ■;= • — du  = 


«■  • 


conséquent,  on  trouve,  en  généralisant: 


! 


du 


(a4.|i|/Z:ï)»(6+M|/_l  )-(c+»k''^)'... 


•00 


r-" 


orollairel.  Pour  «  =  6«c=«  etc.  =-0,  il  vient: 
e/  "î 


(ifc*+u')u°*+°+"   '  (^3j  x°»tn+ ...  /jmtnt  ...  +1 


—  00 


TOME  7.    s"*'  PART. 


«>-j 
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w     . :r 


-1/— 1     1      ^JL^/nr 

Mais  à  cause  dej/ — 1  -»e^  , =c     ^  , 

la  formule  précédente  pourra  sëcrîre  : 


*  .—  -(m+n+...)^^-I 


/       /|,i  j     *,iA.*™+ot  ...  |,iii+n+  ...  +1 

00 

Coroll.  2.  Si  l'on  fait  dans  cette  dernière  form.  m^n^etc, 
en  désignant  par  s  le  nombre  de  ces  lettres ,  on  trouve  : 


OD 


— oo 

8—1 

(1 60)  =  ( — 1)      '^ — *-7Sr  ^"'*>  ^*  *  ^*  impai  ir. 

La  première   de  ces  deux   formules  donne,   en  développsint 
Texponentielle  : 

00  00  8 


f  cos{hu)du        y—    r  8in(Au)d«  o     «       v> 

d'où  Ton  tire,  s  étant  pair  : 


>co 

OD 


/sin  (Au)rftt    ^ 

_co 

Si  s  est  impair ,  on  a  ,  par  (160)  : 
/tos  (Mdu    ^—  /-^n  (Mrfu  . . V,  y— .    ir 

d'où  : 


00 


cos  (hu)(lu 


/^    cos(/m)au   _ 


—  oo 
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J     (A'+u'K      ^     *^       Art»  '  ^      ' 


•00 

00  .  «+1 


Les  formules  de  cet  exemple  sont  dues  à  Lejeune-Dirichlet. 
oyez  Journal  de  Crelle  ,  vol.  4.  p.  94), 

4"«  SECTION. 

DES  FONCTIONS  ARBITRAIRES 

EXPRIMÉES    AU    MOYEN    DBS    SÉRIES    DE    QUANTITÉS   PÉRIODIQUES 
UES  INTÉGRALES  MULTIPLES  DUES  A  l'eXPRESSION    (1 — 2p«H-«')~^ 

(Voyez  Poisson,  Théorie  de  la  Clhaleur,  ch.  vm,  p.  212, 
Journal  polytechnique ,  cah.  19,  p.  145. 
Legendre,  Exercices  de  Calcul  intég.,  i.  ii,  p.  248).    (*) 

1*'  Problème. 

Soient  ?  et  o,  les  deux  côtés  d'un  triangle  sphérique  dont  le 
coté  est  /et  et  l'angle  opposé  J^  —  Ç ,  «t  on  donne  : 

p  SBB  cos/cc  =  cos  e  cos  9  +  sin  o  sin  9  eos  (^ — Ç) , 
demande  la  valeur  de  t  intégrale  double 

—  I  sm9d9  / ,     , 

— p,  1 — a  étant  des  quantités  infiniment  petites j  et  l'expression 

(1— 2ap+a*)^ 
9it  regardée  comme  positive. 
Solution.   Tant  que  p  diffère  de  1   d'une  quantité  finie,  Tex- 


)  A  cause  de  circonstances  se  rauacbantau  mode  de  publication  de  cet  ouvrage, 
Ités  par  Tespace  et  le  temps,  nous  avons  suivi,  dans  Texposition  de  ces  ma- 
"es,  les  méthodes  simples  et  courtes  de  Poisson,  quoique  laissant  à  désirer 
Ls  le  rapport  de  la  rigueur.  Nous  renvoyons ,  pour  des  déductions  tout-à-rait 
ctes,  à  un  Mémoire  de  M.  Lejeune-Dirichlet ,  dans  le  Journal  de  M.  Crelle» 

•  IVII. 
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k      f 


pression  (1 — «*)•  - 

sera  infiniment  petite ,  ou  nulle,  à  cause  du  facteur  1 — a;  par 
suite  la  valeur  de  Tinlégrale  elle-même  sera  infiniment  petite,  ou 
nulle.  Il  suit  de  là ,  que  Tintégrale  donnée  ne  pourra  avoir  une 
valeur  finie  différente  de  zéro,  qu'en  supposant  1— p  infiniment 
petit,  ou  p  infiniment  peu  différent  de  l'unité. 

Mais  comme  pour p^if  ona/£B0,eai7,«pB.ç,  puisqu'alors 
le  côté  9>  coïncide  avec  le  côté  b,  il  est  clair  que  la  supposition 
de  1 — p  infiniment  petit,  entraînera  les  égalités 

Soit  de  plus  1 — a^dcc,  \ — p-^dp,  on  aura  : 

1 — p  m^dp=  i  —  cos  0  cosç>  —  sin  o  siny  cos(;/*  — Ç) 

=  1  — -  cos  e  cos  (e  -|-  do)  —  sin  e  sin  (e+do)  cos  A/* 

de' . 
=  i —  cose  [cose(l — — -) — de  sine] 

—  sine[sine(l 5-)  + ^® ^^so](l  ---5-), 

On  a  de  plus  : 
(!—«')%,?)  siny  =  da(2-d«)f(e+d«, !/<+#)  sin  (e+de), 

=  d«(2-d«)[ll(»,^)+(lSd»  +  (£)d^] 

[sme(l 5-  )  +  decose Jî 

=  2d«f(e,;/')sino. 
On  trouve  de  même  : 

l-2«/>  +  «'  =  l-2(l— d«)[l— Y  — ^8în»e]  +  (l-(/«>r  ' 

=ss  da*  +  do*  -J-  d;//*  sin'e. 

La  valeur  finie  de  Tinlégrale  proposée  sera  donc  celle  de  11  ^' 
tégralc  suivant  : 
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j^       siii  6  d(d4>) 


2t    J    da^-\-[d»fJ 


yda*-^di' 

^  '^d*'-^d»'' 


cjoil  pour  abréger  — :=^=:  •=*  dxL  ,  cl  ou  : 

Vda'+do' 

siti  9  d(dj>)  #'sin'9         .j.. 


i~k     aura  : 

y  ^  f(9^  /dadjds)  Ç    d(d4>') 

Or  on  a  trouvé  (23'),  (23"),  liv.  2"', 

/♦   djé)/)     ^         rdccdjdd) 
i  (l+di//-)î~    '-{da'-^-d^'-'' 
■^     a  donc  : 

tJ=f(e,i/^),  par  suite  on  a  : 

iyy(i-.-)f(,.^)sin, 


(A) 


'»"»   suppose  1  — «,1 — p  infiniment  peiits. 

CAS  PARTICULIERS. 
1"  Cas,     1^  =  0. 
•A  cause  ilcp=cos/t=cosecos?4-sinesin)>cos(^ — Ç),  on  aura 

p  —  1  ,  pour  ^      ou 

Ç=2t; 

f=9+rf9, 

^*^  aura  donc  aussi  1 — p  infiniment  pelii  pour  {  ou 


Mais  K  doit  être  positif,  et  ne  peut  dépasser  9r,  donc  dJ/est 

2ic 


î=î^ 


positif  dans  K^d^y  donc  l'intég.  f^J^ÈD—^f^^Ë!!— 

ne  doit  être  prise  que  de  —  oo  à  0 ,  ce  qui  réduit  sa  valeur  i 
moitié,  ou  à  1.  Donc  si  1 — p  est  infiniment  petit ,  par  suite 
^wMad^  ^  on  a  : 

,._f(e,0)   rdad[d^)  1(6,0) 

0         ' 
Si  1 — p  est  infiniment  petit,  on  a,  à  cause  de  Ç=2T-|-<if, 

^^_f(e,2^)    rdad[d^)  ,,  ,  _  f(a,  2») 
2it    */  (/a'+da'  ^  2      * 

0  ' 

Donc,  puisque  1 — p  est  infiniment  petit,  on  a,  à  cause  des- 
deux  valeurs  ÇœJ^,  Ç  =  2ic  +  df  , 

Cette  dernière  valeur  ne  coïncidera  avec  f(e,*),  pour  ♦ssO,^ 
que  lorsqu'on  aura  accidentellement  f(o,0)=f(e,2«). 

2"*  Cas.     *  — 2*. 

On  trouve  ,  par  des  calculs  tout-à-fait  semblables  à  ceux  du  ca:i    jas 
précédent  : 

U=Ufie,0)  +  f(e»l- 

3"'  Cas.     e=0. 

Comme  on  a  : 

p=cosecosy  +  5'"®sinî>cos(^  — Ç) ,  il  vient  :  p=acosf; 

donc  si  1  — p  est  infiniment  petit,  on  devra  avoir  y=e4-rf^    ^ 
on  a  par  conséquent  : 

2^  ir 


0  0     (1— 2«cosj>4-«')' 


Puisque  1 — «'  est  inunim.  pctil,  linicg.  / r= 

0    0  — 2«  cos  r  +  «•)' 
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(I «•)  / i^-i^^ —^ — ;  sera  nulle ,  à  moins  que  cos  y  ne 

0    (1— 2a  cos  î» -}-«')» 

diflTère  infiniment  peu  de  1. 

Il  faut  donc  ^  infiniment  petit,  ce  qui  permet  de  poser  ^«0 
detns  f(f  ,Ç) ,  on  a  donc  : 

^"o  0    (1— 2«cosy+«')ï 

IMais  on  a  ,  par  la  form.  aux  différentielles  binômes  ,  employée 
à  l'^occasion  de  la  form.  (23^,  du  2*  liv., 

r    (1— fls^)sinyrfy 1— ^' ^^ 

^   (1— 2«cosî>  +  a*)T  ai/i_2acos?4-a' 

Pour  f=0,  on  a 

1 — ût,  si  a<l  )   car   le  radical 


1^1— 2«cosf+a*  =d=(l— iK)=:  I  \  est  positif  par 

(« — 1 ,  si  «>  1  )   hypothèse. 

Pour  ?  =  a*,  on  a  l/i— 2acos  y +«'  =d=(i+tf)t=l-f«  , 
donc  : 


/^    (i — a»)sinfrfo  )        M  a. 

0     (i-2^cosf+a«)ï    i-r(rT^)~^^{ï:i^='^«^    ''>* 

=-—2,  p^  ««»l 
On  a  donc ,  dans  Tun  et  l'autre  cas  : 

U-±i/f(0,$)d?; 

0 

^  <^t  la  moyenne  arithmétique  de  toutes  les  valeurs  de  la  fonction 
^^jÇ)^  qu'on  obtient  en  fesant  varier  Ç  de  0  à  2». 

4"'  Cas.     e  =  1^. 

Par  des  calculs    tout-à-fait  semblables   aux   précédents  y    on 
^ï'ouve  : 

0 

Donc  ,  en  résume,  pour  que  la  valeur  U=f{e,^)  de  notre  intc- 
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gralc  subsiste  aux  limites  eaO,  ee=sir ,  il  faudrait  que  la  fonction 
f(e,^)  fut,  pour  ces  valeurs ,  indépendante  de  t. 

V  Théorème. 

SoU  Pn  le  coefficient  du  terme  général  de  la  série 
ç  =  (i^2ap  +  «•)"" *  =  1+  «P,  -f  etc.  +  a'^Prx  +  etc. ,    {a) 
dans  laquelle  on  suppose 

p=-  cos/j*  =  cosecoSî>  +  sino  siny  cos(* — Ç) , 
«<1,  p<l  ;  si  on  suppose  de  plus 

Un  =  ^J^f,f»'^n({f,K)  sin  tdf  dK  ,  (164) 

r      • 

je  dis  que  y  pour  i — a  ,  i — p  infiniment  petits  ,  on  aura  la  ****'* 
périodique 

f(e,rt=U.  +  U.+U,elc.  ^l^'^^  (165] 

Démonstration.  Je  dis  d*abord  que  la  suite  (a)  est  une   ^^"^ 

convergente.  Car  soit  p  =  cos/ct ,  p=sse^    ""^,  y==c'~'*    ~^^  ofi  3: 
4  —  2tf/)  +  a*  =  (1  —  A«)(*  —  v«)  ;  d'où  : 

4   3  4   ^ 

En  effectuant  la  multiplication  indiquée  ,  le  coefficient  de 
sera  de  la  forme  : 

Pq  s=  A  cos  nfi+B  cos  (n— 2)/t*  +  etc.     (*) 


^ 


{*)  Par  exemple  le  coefficient  de  «^  est 

1-3.5.7        .  1.3.5  4.3   4.3 

FÏTëT»  (^*+'*)  +  20:6  </^^(^'+'")  +2Û  •  âT*'"''- 

Or,  /57=i,^*+y*=2cos2/4,^*+/«=2cosi/«,  donc: 

1.3.5.7^  1.3.5        ^       ^     .    «-3      1.3 

^* = 2â:r«^'^*^ +2:4:6  •  i -^ '^' ^^ +2â  •  2:1 
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La  valeur  maximum  de  ee  eoëfficient    répond   à  fi^O ,  ou 
=  1.  Mais  pour  ps=si  ,  on  a  : 

i 

ç  —  r =1  +«  +  «'+...+«**  +  •••  9     donc  Pn==si  ; 

ic  9  quelque  petit  que  soit  i— «,  on  aura  toujours  Pii<l;  donc 
série  (a)  est  convergente ,  et  on  peut  l'employer  à  la  place  de  ç. 

-  *  +  «P.  +  «P,  +  «'Pa  +  etc.  , 
=  P.  4-  2«P3  +  Otf'Pî  +  etc. ,    2«  ^  =  2«P.  +  4«'P,  etc. 

f-  2«  -^  —  i  -f-  3tfP,  +  S«»P.  +  etc.  (a) 

Mais  on  a  aussi  : 


■2«-:^ 


ft«  f «' 


T-  — — r='+3«P.  +  S«'P,4.elc. 

<'«       (I-2«'>+«";t       ^        ^         t^ 

-{-(2«+!)«'P„  +  etc. 
On  a  donc,  en  supposant  t — a,l  —  p  infiniment  petits  : 


T         2lt 


0      0      (1  — ^tf/>  +  «')« 

i;//(*+3«P'  +»-'P3+...+(2n+lKPn  +  etc.) 

0      0 

f(?,Ç)sinî»r/fds- 
Mais  on  a ,  par  hypothèse  : 


l 


.        2«+l 


y  y«°P«f(?,Ç)sinfrffd?; 


0      0 

ïc  : 

!1 — a,  1 — p    infinim.  petits. 
Oe>0,  2t>*'>0. 
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Divef'ses  Propriétés  de  la  Fonction  U„. 

2"*  Théorème. 

En  supposant  «=(1  — 2«p  +«*)""*  =»  (*  —  2a  ccis  a*  +  a')"** , 
«  <*!«<*  I  «  —  1+«P«  +  «le.  +  «"Pn  +  etc.,  P„  /bficTion  (fep, 
ou  de  fA,  je  dis  que  l'on  a  : 

DétnofM(ralion.  Soient  p  =  eos/*ytlp  a-i —  sin  /tâfi , 
M=(1—2«p-|-«*)*='(l—2«cos /»-}-«•)♦  ,  on  aura  : 

:^  =  A(l_2«p+«')-*X-2« jî  , 

d'ç  dp         .i«' 

(/ç  rf  2^a        3ap^a^        2a' 

En  soustrayant  ces  dernières ,  on  a  : 
V  à'ç       ^    dç  du     ,  ^    rf,' 

5;; —  +  -^i— ="•  w 


on 
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ais  on  a  d\\n  autre  côté  : 

~  =  a  -- — h«»-î h  ...+«■-! h  etc.. 

r  =P.  +  2«P.  4-  ...  +  na^-^Pu  +  etc., 
1  =a»P.+2tf^P.  +  ...  +  rîtf«+*P„  4-  elc, 

ME 

=  2aP,  +  etc.  +  n{n+\yPu  +  etc. 

\n  substituant  ces  valeurs  dans  («)  on  a  : 

p      +«(n+1)P,-0; 

à  cause  dep=3C0S/ec,  dp^=—  siufjtdfjty 

dPn^ 
5in^.._] 

-^ — 7^^+  n(n  +  l)Pa  =^  0.  (166) 

sin  fia  fi 


5"*  Théorémb. 


>=cos /L6=  cos ecos?-{~ sî"  ®  sin?  cos  (<'  —  Ç) ,  Un  =  f(e,f) , 
=  1+«U, +«•(],  +  ... +a"Un  + etc.,  je  dis  qu'on  aura  : 

^^^^IT^  i         d'U 

f! I-T^-  ^  +  n(n  +  l)UH  =  0.  (167) 

sinfldd       ^sin'd       dr  ^       ^  ' 

démonstration.  On  a  : 

=3  (1 — 2«p+ «')"  =  (1 — 2«  cos  (u,  -f-  «')^  , 

—lLxsb  cos^sinr  cos(if' — Ç)  —  sindcosf  , 
ad 

0SX£ 

rj— =  —  sin«  sin?  sin (^ — Ç) , 


(28i) 

c=  —  •-;[cosdsinrcos(^ — Ç)  —  sin^cos?  ]  , 
M 

_=.(l_2«cosA*+cc.)    .x-2«— j^ 
M 

5=-3(i-2«  cos  M  +  «O^^X  -  2.-JJ- 

flC 

=rj=[cosdsinf  008(1^ — ^)  —  cosfsinô]  , 
M 

A; 

=  —  [cosdsin ?  cos(^ — Ç)  —  cos  f  sind]  , 
— =— —  [cosôcosf  +  sindsin?cos{^ — Ç)] 


3a* 

+  -rrr[cosdsin?cos(^ — Ç)  —  cosfsinô]* , 
M* 

dç  d*q 

«=  —  T~P+  -^-^[cosdsinfcosl* — Ç)  —  cosf  sind]* , 
de  .   M      ^  V l  ^   dcosiCA 

=  r^[—sindsin?sin  (*—?)], 

dç 
=  —  —  sin6sin?sin(t — Ç) , 

<fc  «...  3 


.  ;= — rjTsinôsinf  cos(t — Ç)+  -rp-sin'dsin'f  sin*(f— Ç) , 

*=—  -T- sind  sin  f  cos(^ — Ç)  -f-  j-^-sin'd sin*f  sin'(* — Ç). 

Comme  on  a  : 

/>=cosf6=  cosdcosî'+  sîn  d  sin  f  cos  (^^— Ç) , 
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n  fait    x=  cosé ,  dx  =s —  sin6d$  ,    on  aura  identiquement 

<fc  ,         dç  ^       .    ... 
dx  dx 


dq  ^  i  1        dç 

ox  sind(i^  sind      ad 

,        cos^dô      dç         1        (f^-  ,, 

ix  = . •  -r-  ^®  > 

sin'd         ad       sind      o^' 

cos  0      ^  _i       '        ^*^ 

sin^a  *  dô"  "*"  siii'o  '  de»*  ' 

de 

l— X*)— ] 

dx  d'^      9      ^  ^^  ^*^        ^      ^^^  ^ 

dx  "^  dx*""     *dx  dx*       ^        d?  *  sin«  ' 

^onc  : 

ds 
1— X')  — 1 

dx^    .      1        ^_d'ç       cosa    if?   i     ^       ^''^ 

Se  ^ sin^a  *  di/;»""dâ*    *    sina  *  dB  "*  sin'«'  df*  ' 

d'^  dç 

=  ^-7  [  cos  a  sin  f  cos  (^ —  %)  —  cos  f  sin  a  ]" — p  -^ — |- 

de  cos  6 

- — : — [cos  a  sin?  COS  (* — Ç)  —  cosfsinal  + 

dp  sina  ^  V      -»;  J   • 

^sin>sin'(*-Ç)-  ^^cos(*-Ç) , 
dp'  dp  sm  a  ^  ' 

d^c  de 


<< 

[(i- 

-^•)|i        «^t^i 

i  : 

dç 

dx 

dp                                   da 

de 

(«) 
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D'un  autre  côté,  de   «=«l+aU,-f«*U,-f- ...-{- «"Ua+eic, 
on  tire  : 

-J.  _  U.  +  2«U,  + . . .  -f  n«— 'U„  +  etc. , 
«'  -7^  =  «'U.  +  ...  4-  n«°+»U„  +  etc., 


^[••^1 


d 


a 


i2«U,  -^ +  nCn+lKUn  +  etc., 


dç        dU.        .      ,    .dU„   , 
^.._  +  etc.  +  .-_  +  e.c. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (a)  ,   il  vient  : 

d\a—x*)—-\ 

^ +^  •  ^+  "("+*)"»  -  '• 

Donc ,  à  cause  de  cos  o  «»  «  ; 

rffl  •■     ,      1         d'Un    .     ,    ,  .,.,       ^ 
sinôrfô        ~sin'ô        d**    ^    v  -r  /   ^ 

Remarque.  En  posant  *=0 ,  on  obtient  la  formule  du  ihéorèii^c 
précèdent. 

4"'  Théorème. 

50iY,  pour  abréger  : 

F(,,Ç)^ .^!L1  +  £I[!i|,  (168) 

^  '^  d?  '    sinf dÇ' 

je  dis  que  l'on  aura  : 
//T„s.nff(f,i)drdÇ=--i-.//T.F,f,?)dfdÇ.  ('«î»^ 

0      0  ^''00 


i 
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Démonstration.  On  (ire  de  (167)  : 


n(n+l)  c/^  n(n-|-l)sinf       dÇ' 

Multiplions  celle-ci  par  f(y,Ç)dfdÇ,  et  intégrons,  on  a  : 


r 


yT„sinpf(f,Ç)dpdÇ 


«      2«,,  .      dT, 


1   r  r  r''t*'"'-dr^ 


0        0 
«      2ir 


+ 

0 


2lt  R 

'  J'T /•  d 


0         ^  0  -* 

iMais  on  a,  en  intégrant  par  parties  : 

a  r  sin  «  — -—  1  .^  -«  .. 

f j-^ f(f,Çl*=  -57Sin,f(,,Ç)^y— s.n,— ^rf, 

irr.  «r.         v  aTSinf ~-^l 

^_sinff(y,ç)_T„8inf-^+/T„ -^^ d?, 

Ma!S  oocnme  sin7  est  nul  aux  deux  limites  r=0^  f*"^9  on  a  : 
,d[8inf--^]  «    rf[sinf— -— ] 

[>  0 
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Oii  a  aussi ,  en  intégrant  par  parties  : 


Z^"'.')*-^'!-'-/ 


rfç 

rfT„ 
rfç 


dr, 


l(y,ç)-'Tn t: T./  In 7:5 — «Ç- 


rfç 


dç' 


Mais  Tn ,     j  °-,  f(T,ç),  — ^47-    disparaissent  aux  limites  # ™ 0 


df 


di 


dT, 


^=>2ir  ;  car  pour  ces  limites  T„,  —r—  ,  ont  des  valeurs  ^les,  ^^t 
nous  supposons  qu'il  en  soit  de  même  à  T^ard  de  f(f,ç),       -^ 


rff 


.  On  a  donc  : 


27r 


2ir 


y -^-r- f(f  ,ç)*  =y  T,  — — -dt. 

0  0  * 

En  substituant  (v),  (/9),  dans  (a),  il  vient  : 


w 


fr       2ir 


f  rTr,s\n^{(^,^ifd^ 


0       0 


-;3nlpî7./A*^=[ 


d[sinf  ■— P-] 


0     0 


</f 


+ 


dç'sinf  J' 


0      0 


Corollaire  \ .  Si  Ton  met  Pn  à  la  place  de  Tn,  on  a 
(i70)    U„  =  ^^y*y*Pnf(f,ç)sinf*rfÇ 


0       0 

2n+i 


ff      2« 


^         '      0     0 


Corollaire  2.  Soit  A  la  plus  grande  valeur  de  F(f ^Q,  comme  / 
est  la  valeur  maximum  de  ?„,  il  vient  : 


2« 


n(n-}- 1)4t 


f'j 


A^ 
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Or,  pour  nssoo^  cette  dernière  expression  se  réduit  à  zéro^ 
il  en  sera  par  conséquent  de  même  pour  Un  j  donc  la  suite  : 

fM=U,+  U.  +  U. +  elc. 
est  convergente. 

S"'  Théorème. 

Soit  Vm  une  fonction  de  la  même  nature  que  Un ,  soit  de  plus 
m  différent  de  n,  je  di$  que  l'on  aura  : 

ir       2« 

y /*U„V„sin»d9dt  =  0.  (171) 

0       0 

Démonstration.  Soit    f(»,  f)  *»  Vm  ;     on  a  : 


de  *   sindcf**  ~  d9  •  sin^c/f'*   ^ 

=  —  ni(ni+l)  sin  «  Vm. 
Donc  (169}  donne  : 

/^fVn\raSin^Jed^^  !!^±llj^  J^U^y^sm^ded^. 

Cette  formule  devant  subsister,  et  m  diiTérant  de  n ,  il  est  clair 
^vt*on  doit  avoir  : 

ir       2it 

yyUnVmsindrfad*s=0. 

0      0 

G"'  Théorème. 

Si  l'on  désigne  par  Tn  ce  que  devient  Un  w  changeant  e,*  en  f  ,ç, 
i^  dis  que  l'on  aura  : 

n       2i» 

f  JPnlJnSinedBdp  =  ^^Tn.  (17î2) 

0     0  '  "^ 

Démonstration.  Nous  avons  posé  : 

ic      2« 

//P„  f  (f ,?)  sin  f  df  di  =-^  Un. 

0      0  ' 
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Changeons  e,^  en  ^,ç  ;  Pn  ne  changera  pas  ;  car  Pn  est  une  fonc- 
tion de  p  qui  est  symétrique  par  rapport  à  0,^  et  r,ç.  On  a  donc  : 

JJVJM  sin  ôrforf^  =^-î^  Tu . 
00 

Mais  on  a  : 

f(e,^)  =  U„  +  L\  +  ...  +  U,+  ...  ; 
donc  : 

y  y  Pù(Uo  +  U,  +  ...  +U„  +  ..0sinerf6rf^=— I-T„. 
0     0  ^'*  +  * 

Donc,  à  cause  de  (171),  et  en  ayant  égard  à  ce  que  Pb  est  de 
la  même  nature  que  Un^  tous  les  ternies  du  premier  membre  de 
la  formule  précédente  disparaîtront  à  Texccption  de  celui  qui  ren- 
ferme Un;  par  conséquent  on  a  : 

0      0  ' 

S"*"  Problème. 

Soient  u=:f(x,y,z)  ,  zsrcose,  x=rcos9cos^»  yc«rsin0sio^ 
d'où:  u=F(r,^,9),  trouver  le  développement  de  n  en  quantités 
périodiques  des  variables  r,^,^. 

Solution.  Soient  5>  et  ç  deux  constantes  et  r  la  seule  variable  de 
la  fonction  F(r,  ^^^ç],  on  aura  par  la  formule  (SI)  de  Fourier  : 


P(r,?,ç)=--yF(ç,y,ç)rf«  + 


0 

c 


-  S,  [  cos /  F(«,y,ç)  cos rf«  ].  ^t) 

r.  fil/  r.  '' 


C 

0 


Le  signe  £1  désigne  ici  la  somme  des  termes  que  Ton  obtient 
en  fesant  dans  Texprcssion  entre  crochets  m  successivement  ^1  ^ 
1,2,0,  etc. 

Mais  si  Ton  suppose  que  f  cl  ^  soient  les  seules  variables  de 

F(r,?,5),  on  a  : 
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0       0 

me  9  quand  r  varie  aussi  : 
2n+i 


{/^[tA^'^'')''^ 


0      0  0 


+ 


e 

—  2:.[cos J  F(ç,f,ç)cos— 7-(/f?]     sm?(i?(|Ç>, 

0  ' 


0      0       0 

c       «      2ïr 

^ijcos y  y  y  F(ç,?,Ç)PnCOS — — -sin^rfçrffrfÇ   >. 

^^^000  ^ 

Maison  a  :        M=F(r,^/)  =  U„+t'i  •••  =^Un;       donc 
=  F(r,*,  9)  = -1- s  jyy"yF{ç,T ,  ?)  sin  ?  d,- (/?  rfÇ  j  (2n+l  )P,. + 

^^         0     0     0  ' 

0       0       0 

(2w+l)P„cos— ;-..     (173) 


Corollaire.  Pour  c=aoo  ,  la  form.  (a)  donne  : 

7w  *  r      i 

^  cos ^F(ç,f,Ç)]cos 

c 

0 


F(r,f,ç)  =  2s.  [ycos^îî^F(ç,f,Ç)]  COS. 


w  1 

Soil  =«  ,  —  =:rf«  ,  alors  ^i  devient  /,  et  Ton  aura  : 

c  c 


CO  00 


F(r,?,$)=  2  A  /cosâfc;F(ç,f,Ç)rfçcosarf/^. 


0       0 

«       2k 


Donc  ,     U.  =  Clliy  y"PaF(r,f  ,Ç)  sin  f  df  d?  ,      devient  : 


4 

0      0 
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Vn  =-^— y  y  P„  j  2y*ycosaçF(«,f,Q*cosarrftf  jsinf  *«. 

'^     0     0  0     0  ^ 

Cola  posé ,  comme  on  a  : 

u  =»  F(r,o,*)  «  Uo+  Ut  +  eic.  +  U„  +  etc.  =  sUn , 
il  vient  : 

_  S  I   fil     /F(v,?,Ç)sinf  cos«çcos«rd«(/«df  (K|(2n+I)P.. 

*  0     0      0      0 

Celte  dernière  formule  convient  à  tous  les  points  de  Tespace. 
En  coordonnées  rectangulaires  elle  serait  : 

Il  —  f(jc,y,z)  =1 

OD       00        OO         OO  OO  CD 

l^Ç  f  Ç  Ç    Ç     /1r(f,if,ç)cos«(x— i)cos^(y— y^cos7(z-5l 
0     0     0     — «  — 00  — «>  dadfid-zd^difdi' 


Appendlee  du   III""  livre* 


Nous  donnons  dans  cet  appendice ,  d'après  M.  Schlômilcb, 
{Allegemeine  umkehrung  der  functionen.  Halle  ^  1849)  un  aperça 
d'une  nouvelle  Méthode  pour  déduire  d'une  relation  donnée  de  U 
forme  x  —  ^(y) 

réciproquement  y  sa  résolution  par  rapport  à  une  fonction  de  jf) 
de  la  forme  f  (y)  =  ?  [x). 

Nous  partageons  ce  résumé  du  travail  de  M.  Schlômilch  en  deux 
parties;  dans  la  première  nous  ferons  usage,  pour  établir  ce  re- 
tour des  fonctions ,  des  séries  de  Fourier  et  de  Lagrange,  procédant 
suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  arcs  multiples;  et  dans  la 
deuxième  nous  emploierons ,  pour  la  même  inversion ,  les  int^;rales 
doubles  de  Fourier.  D'après  cela^  la  i'"  méthode  donne  l'exprer 
sion  de  %)  en  une  série  inGnie ,  et  la  2"**  fera  connaître  cette 
même  fonction  sous  une  forme  finie.  Le  premier  procédé  sera  plus 
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avantageux  lorsqu'il  s'agira  d'évaluations  numériques  ;  et  l'on  devra 
donner  la  préférence  à  la  seconde  transformation  dans  les  cas  où 
l'on  voudra  soumettre  la  fonction  f(y)  à  de  nouvelles  combinaisons 
de  calcul. 

!'•  MÉTHODE. 

RETOUR   DE    l'ÉQUATION    X  =  ^\y)   PAR   LES    SÉRIES 

de  fourier  et  de  lagrange. 

1"  Problème. 

Êlant  donnée  l'équation  x»f  (y)  trouver  en  série  la  valeur  d'une 
fonction  quelconque  f(y)  de  y ,  développée  suivant  les  cosinus  et  les 
sinus  des  multiples  de  x. 

Solution,  (a)  Développement  de  f(y)  suivant  les  cosinus  des  mul- 
tiples de  X. 

Comme  on  a  x=*(y),  soit  y=x(x),  d'où  f(î/)=f[x(x)]  =  f(x). 
On  a  donc  par  la  form.  (57)  : 

*x  2*x 

1)  f(y) = 5  Ao  +  A»  cos 1-  Aa  cos 1-  etc. 

c  c 

e 
A  2     /*,,   .         nnX   ,  ^       ^   ^ 

An=  -  /  f(y)cos dx.        c>x>0. 

0 

Il  s'agit  de  faire  dépendre  la  valeur  de  An  ^  de  la  fonction  don- 
née *(y). 
Pour  cela ,  on  a  d'abord ,  en  intégrant  par  parties  : 

/f(y)  cos  —^  dx  =  — f(yj  sm  -^ _/f(y)dy  sm-^  ; 

à    x  =  f  répondent    fî-^^"^^ 

0 

y  est  une  racine  de  %)=bc  ^  telle  que  ^(y)B-c;  sous  ce  rapport 
Y  est  arbitraire  et  seulement  astreint  à  la  condition  de  rendre  ^(y) 
positif;  car  c  est  un  nombre  positif  quelconque. 

tf  est  une  racine  de  l'équation  t(y)  «  0. 

En  prenant  l'intégrale  du  premier  membre  de  l'équation  précé- 
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denlc ,  cnlrc  0  el  c  ^  il  faudra  prendre  celle  du  second  entre  y  et  y, 
ce  qui  nous  donne  successivement  : 

/f(y)cos dx= — f(y)  sm     . .  ;' fP(y)dy sm — -f- 

c 

Ry  cos dx «=  —  f (y) si n     ,,\ ((j/  sin 


.    n«*(y> 


à  cause  desinn*=0  ,  i^(if)«0 
=._^/r(y)d,sin^.  Donc 


c 


A.-  7^  (i:y)cos-^dx=-— y  r(y)rfysiii  — 


Il  reste  encore  à  déterminer  à  part  la  valeur  de 


Cty 

0 

Or ,  on  a  : 

/  Ky)dx  =  x%)  —  fx  V{y]dy  , 

c  y 

'o  \ 

c  y 

0  n 

y 

=f(v)-^/*(y)r(y)rfy- 

On  a  donc  enfin  : 
A)    %)=îA,+A.cos-^  +  A,cos-^-f-etc.         f (y)>«>0  ^ 


n 
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y  est  une  racine  de  Téquation  ^(y)  **  0  ,  y  est  une  constante 
irbitraire  assujettie  à  la  seule  condition  de  rendre  ^(y)  positif.  Il 
îst  avantageux  de  choisir  y  de  telle  sorte  que  ^(y)  soit  un  maximum  ^ 
.*e  qui  exige  que  Ton  cherche  la  valeur  maximum  de  t(y). 

y 
On  a  de  plus    i  A»  =  f(y) r-  fti^)  {'(y)dy. 

Corollaire,  Dans  le  cas  où  Ton  demande  la  valeur  de  y  en  fonc* 
ion  de  X  ^  il  suflira  de  faire  dans  A) 

%)  =-y ,     donc    r(y)=  1 ,  f(y)=  y , 
;c  qui  donne  la  formule  particulière  : 

o)      y  =  \k^  _^  A,  cos--— +  A,  cos— — .-f  etc.,    *(/)>Jc>0, 

y 


2     r.     .    n«%) 
y 


>ï 


i'*  Remarque,  Les  form.  A)  et  (a)  sont  susceptibles  de  plusieurs 
alcurs,  correspondantes  aux  diverses  racines  de 

m = 0  ; 

iincune  de  ces  racines  donnera  une  équation  semblable  à  A)  et 
(a). 

2""*  Remarque.  Si  la  racine  désignée  par  ly  était  imaginaire  de 
^  forme  

n  aurait  pour  An  une  expression  imaginaire  complexe  de  la  même 
^ï"nie.  En  effet,  dans  la  form.  («),  par  exemple,  où  Ton  a  : 

y 

^^sons  y  =  M  +  ti; ,  u;  étant  une  nouvelle  variable , 

y  y— tt 

(!y=»dw;  pour  2/=  |  ,  on  aura  ït'=«|         ; 
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donc  : 

y—» 

A«  = /   sin      ^  ;  ■ . du? 

0  ^  «k^ZÎ 

Si  dans  la  dernière  int^ale  on  pose 

0  0 

aux  limites  w»=|         ,  répondront  f»=-|     ; 
donc  : 

y— u  ^^^      ^  

(b)    Déveloj^jetnent  suivant  les  sinus  des  multiples  de  x. 

On  a,  par  la  form.  (88)  : 

2)        %)=B.sin  — +B,sin  — +  etc.  c>x>0, 

c  c 


e 


B.  =  -  ff(jf)  sin  ^^rf*. 


c 

0 

Pour  obtenir  la  transformation  convenable  de  Bm  il  faut  inlé- 

grer  d'abord  par  parties  /fijf)  sin dx ,  ce  qui  donne  : 

c 

/f(y)sin  __dx=— —  %)cos— —  +  —fP(y)dycos  -— -• 

c  nn  c  H*  C 

En  intégrant  le  premier  membre  entre  0  et  c  ^  il  faudra  inté- 
grer le  second  entre  y  et  y,  ce  qui  donne  pour 

fÇiy)sin^  dx«_-^f(y)  cos  !^^±friy)dycos!^, 
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[pression 
1 

r(y)  sin (ix= f(y)  cos  — -7—  H f(v)  cos  -7-- — ^ 

y 

"     "COS 


u  : 


c 

=  1  /*f(y)  sin  ^i^rfx=  —  [(-!)"«  f(>)  +  %)  + 

/!•/  C  flic 


/'(«^-^^ 


2     /*  nn'Hy)^ 

c..=~/[r(î,)d,cos— M], 


vKv) 

On  peut  donner  à  cette  expression  une  forme  un  peu  plus  com- 
»de ,  en  posant 

nAy) 

n 
»rs  on  a  : 

_       2f(/)   (-1^°ti       2f(y)     i 

lin  = i • r  ^n  > 

n  n  ^       n 

m  Ton  (ire,  pour 

n=l ,  2,0  ... 

B.  =  — —  .^+ -^— .j  +  L. , 

îf(v)  2M 

etc.  etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  2) ,  il  vient  : 

„  .       2f(v)    ,  .    «X      2f(if)    ,.»«,„.    «a; 

,   2f(/)     —1   .     2tx  ,   21K:,)     ,  .    2tx    ,    _     .    2«a: 

-^ '  — T-  sin i— .  isin \-  C,  sin 

'      «         2  c     '      «       "         c  c 

.  2fly)    ,  .    H'x  .   2f(„)    ,  .    3«x    .„    .    3«x 
_j.__4sin-^  +  -j-.isin-p  +C3Sin-^ 

-|-cCc. 
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2f(y)(,  .     «X      ,  .    2«»      .  .    3«x  > 

*= iTStn ssin hî8'n etc.> 

«('         c       '         c        '         c  J 

H i  jsin hîSin l-TSin t-elc. 

*w(  c  c  c 

C,sin f-Csm J-Cssin f-elc. 

c      *  c  c 

Mais  comme  on  a ,  en  général  y 

^u^sinu — I  sin  9u -f- i  sin  Su — etc.; 
^(le — t*)sssssînti  +  5sin2M  +  5sin3M  +  etc., 
Téquation  3)  devient  : 

i.  .   •    fW  —  %)       I  /n     .      'f*     I   r.     -    2*x  ,    . 

%)=%)+      ^y/    ^+C-»»;p(;)+C»8in^+cic. 

Pour  xsO,  elle  donne  %}»f(y)>  ee  qui  doit  être;  poar 
x^xlj(y)  y  elle  devient  f{y)^^y),  ce  qui  est  exaot.  La  formule 
précédente  embrasse  donc  aussi  les  valeurs  x»-0,  xs:;/<y),  et  on 
a  définitivement  : 

B)    %)=fM+.ll^.x+C.8.n-p+C,s.n— +ecc, 

y 


Corollaire.  Pour  %)  «=  y ,  on  a  : 
(6)    y=,  +  ir2x  +  C.sin^  +  C,sin^  4-elc., 


nirt/ 


y 

cos r-"ï* 

Itemargue.  En  supposant  que  ifi ,  if,  »  etc.  soient  d*autres  ra- 
cines de  réquation  ^)  =  0 ,  on  aura ,  pour  ces  racines ,  des 
valeurs  de  t{y)  et  y,  tout-à-fait  semblables  à  celles  données  par  les 
relations  B)  et  (6). 
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(c)     Développement  de  f(y)  suivant  les  cosinm  et  les  sinus 

des  multiples  de  x. 

On  a ,  par  la  form.  (74)  : 

%)  —3^0  +  A,  cos f-  A,  cos }-  etc. 

c  c 


«x                 2*x 
4-Ba  sin 1-  B.cos [-  etc. 

c 


c>x>— c 


— c 
c 


1      #^                 fl'^  X 
An  =  —  /   f(î/)  COS rfx  , 


C 

— C 


c 

Bn= — /  %)sin dx. 


— « 


II  s*agit  d*abord  de  déterminer  les  valeurs  de  îAo,  A»,Bn  en 
fonction  de  ^(y).  A  cet  eflet ,  comme  aux  valeurs  de 

c 

1if(y)^c;  soit  y«=?,  donc  ^7)  — c; 
répondent  < 
(*(y) c,=-*W;  soit  y-=7,*(^)y  *{^)^-t{7)  , 

— c 

on  aura  : 

1"  Pour  déterminer  ^A,  , 

/f(y)da:  -  xffy)  -fxr{y)dy  «  ^î/)-f(î/)  -/%) .r(y)dy  ; 
donc  : 

c  y 

y"f(y)«fa=  *(,)f(,)  _  *(;>  f(;)  -J'mm<iy , . 

y 
d'où  :  7 
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2*  Pour  déteiminer  An. 
On  a  : 

^-,  .        tiTX  ,  c         nsrx       c     ^„,  ,  .  htx 

/f(y)cos-— dx=  — sin  — —  /r  y)dy  sin  — - , 

c  n^  c        nr  c 


c     .     fiJr*  y)        c  .     WT#(y) 

= — sin  — 77-7 fy\y)dy  sm     ^,  ,    ; 


c 


n=—  /  f(y) cos rfx  = — sin  —77^: sin  — -V- 

c*/     ^'  c  tir  f(7)  n«  ♦(?) 

— c 


___./f(y,dj,s.n— , 


y 
y 


= /  r(y)rfy  sin  — -^ . 

y 

3*  Pour  déterminer  Bn. 
On  a  : 

/%)  sin dx  = f(j/)  cos [-  — fv(y)dy  cos  — , 

c  flir  C  II*  C 

donc  : 

e 

f(y)sin dxt=»  — f(7)cos   ,  y  H f(?)cos— -^ 

^^  c  n*  ^^'        !^(7)     '  nie  ^  '         ^(7) 

y 


+  ^f.C»)*~.!^. 


•Cl 

y 


— C 


y 
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On  peut  donner  à  la  formule  cherchée  une  forme  plus  com- 
>de  en  posant 

y 

y 
'  alors  on  a  : 

nie 

tu  Ton  cire  : 

B.=^n»)-if(^)+c., 

B3=+^f(v)-±f(;)+C,, 
etc. 
ir  là  : 

B.  sm  -— r  +  Ba  sm  — -  +  B3  sin  — --  +  etc. 

*(7)  ^(y)  *(y)    * 

*   f/"\  r    •      *^  1     •     2irX        ,    .     3«X 

H?)  [  sm  -— -  — ^  sm  -7— •  +  jsm  -r--  —  J 

_  wX  2kx 

+  C.  sm  —  +  C,  sin  —  +  etc., 
On  a  donc  : 

.  f(>)— f(?)        «     ,    1  A     I     A  *^       I    A  21CX      ,        ^  ^ 

w)=    ^    ,  /     *  3 +5Ao+A,cos-— -+A,cos'Trr +  ctc.  + 

«X  2icx 

C.  sin  _ 4. C,  sin  ^  +  etc.,       ♦0')>x>--f  (y) , 


«■4/''(')-=#*' 
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7 


An ±fp{y)dysx 


7 

y 


7 
7  est  une  racine  de  f  (y)  —  c , 

y  est  une  racine  de  fiy)  = —  c=" —  ^(y)  ; 
de  la  pluralité  de  ces  racines  dépendra  celle  des  valeurs  de  %). 

QjroUaire.  Pour  f(y)»y  ,  la  formule   précédente  subsistera, 
pourvu  que  Ton  y  fasse  : 

%)=!,  n^)=^,  f(^)«^- 

2-  MÉTHODE. 

RiscAunoN  DE  l'équation  x=«//(y),  par  l'emploi 
des  dftégralbs  doubles  de  fourier. 

2"*  Problème. 

X  étant  positif  y  décrire  de  XŒ*(y),  une  valeur  de  f(y) , 

sous  forme  finie. 

Solution.  On  a ,  par  les  int^rales  de  Fourier  : 

F(x)  «=  —  /  cos  xudu  j  F(x)  cos uxdx ,         (a)        c>x>ft , 

^  0  0 

F(x)  «  —  /sin  xudu  /  F(x)  sin  uxrfx.        (/3)        c>x  >  0- 

0  0 

Cela  posé,  soit  F(x)  — f[f(aî)]  — f(y),  rintégraiion  par  par- 
ties donne  : 
/F(x)  cosicxcte — /f(y)  cos  uxdx , 

_,  .  sin  iix       1   ^gf,  .  ,    , 

«f(y)^-^/r(y)sin[ii*(y)ld»; 
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Donc,  si  pour  x  »  |   »  on  a  y  »  |  ,  f(if)  û*étan(  pas  infini^ 

0  y 

eient  ! 

/F(x)costixdx-f(y)^iîî^—  — /r(»)8în[i«*(y)]dy. 
En  substituant  cette  valeur  dans  («),  on  trouve  : 

0  On 

«1  f(r).  I-  i  /^dti  Ay)8in[u*(y)  Icfy  , 

0  *i 

«f(y)_l/f2!fîirfu/r(y)sin[ti^(y)]^^^    t(y)>x>0.     (I) 
Nous  avons  fait  usage  de  Tintégrale  définie 


^oo 


/cos  xti  sin  cti    ,         it  ^    ^tx 
d»=â  ^        x>c>0 

0  ^ 

l'on  démontre  aisément ,  en  posant  dans  rinlcgrale  double 

^(x)  =ss  —  /  cos  xudu  J  y(Ocosii/*,     0>x>c, 


\     é.\     ^      r         .        sin  CM 

3c)=»K0=^   /  cost«(d^==- . 

•/  tl 

0 

On  a  de  même  : 
F(x)  sin  tixdx = /f(y)  sin  tixdx  , 

f(y)  ^  +-^/r(y)  cos[ti^(y)]rfy  ; 

où  : 

c  y 

'fCx)  sin  tixrfx f(y)  ^^^  +  fW-  +  \f^\y)  cos  [  u  *(y)  ]r/y . 
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En  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (/3),  on  trouve: 

r/  \  ^  t/  K  /sinxticos  cti  ,    .    2  ^,  ^  /sînxu  . 


0 

CD  y 


2  /sinxM       /^ 


(11) 


/VinacMC 


0 

Nous  avons  fait  usage  ici  de  la  formule 

00 

a(i  =  0  ,  x>c  , 

0 

qu'on  dôniontre  «ûsément,  en  posant  dans  Texpression 

ff{x)=  —  /  sin  xudu  1  y(()  sin %ait ,     0<x<<c. 
*0  'o 

e 

?(jc)  -=  î<0  =  1 ,  /*sin  ii/rfr=  -  i21£îi  I.  1. 

'/  W  fi 

0 

Observons  encore  que,  dans  les  formules  cherchées  (I)  et(ll)> 
V  est  quelconque,  ^(/)  positif,  if  une  racine  de  l'équation  f(j/)s'0. 
Si  pour  jf  on  pose  successivement  toutes  les  racines  de  cette  équs- 
tion ,  on  aura  les  différentes  solutions  que  comporte  le  retour  de 
la  fonction  x=^0^).  Ajoutons  aussi  qu'il  convient  de  prendre  pour 
^(y)  sa  valeur  maximum. 

o*""  Problême. 

X  étant  quelconque  ,  positif  ou  négatif,  déduire  de  la  refa/to» 
donnée  x=^(y),   une  fonction  f(y),  exprimée  par  x. 

Solution.  Pour  cela,  nous  prendrons  la  formule 

00  C 

(y)     F(x)  «  1  /du/FO)  cos  M  (x^O  A  , 

=  -  /  cos  xuduj  F(0  cos  utdt-{'  —  / sin  xudnfFU)  sin «/* ' 
0  — c  0  — c 

— f<J<^ 
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Si  de  réquation  x«»p(y)>  ^^  suppose  tiré  y«=*j>(a;),  on  pourra 
30ser  f(y)  =  f[f(x)]  =  F(x) ,  et  alors  Imtégration  par  parties 
lonne  : 

fF[x)cosuxdx^t{y)  ^^^^ ff{y)sin[uip[y)']  dy , 

COS  tlX  1 

/F(x)sînxticte^ %)  —^ 1-  —fP{y)coslu^y)]dy. 

Si  nous  supposons  qu'aux 

c  y 

limites  x=|  ,  répondent  les  limites  y=  |  ,         on  a  : 

-c  -5 

c  y 

yF(x)cosMxdx=jf(7)  +  f(/)}  !!!i£îi-  iyP(y)sin[«,^y)]rfî,, 
-c  "         "7 

//     _  J  COS  Ctt  f     /* 

F(x)sinuxcfc=jf(y)  — f(7)j— jj^ — \'^J{'(y)eo8\wp(t/)dy]. 

^^  y 

Changeons  x  en  f,  multiplions  la  l'"*  par  cas  xtidu,  la  i^'  par 
sinxuchi;  puis  intégrons  entre  u=0,  ti=:00;  on  obtient  : 

y"         j    r^^^           ,      (*.-.      ^.  v)   /"sincMCOsxti  . 
aosxiiduj  F(0 COS  utdt^l  f(7)  +  f(v)  W du  — 


— c  *  '0 


f^^dufmsiniu^P(y)']dy  , 


y 

00  o  00 


sin  xudtiy  F(0  sin  uidt  » |  f(y)  —  f(y)  jy du  + 


0  — c  '  '0 

00 


0 

Comme  on  a  : 

00  00 


f^^  du/Hy)  COS  [  u^(y)  ]dy. 


/sincucosxti  ,        «•  /•eosctismxM  ,       ^  ^  ^    ^ 
Z ^^  =  2  '  J Z ^''=^'  0<x<c. 

0  0 
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On  trouve ,  en  multipliant  par  --    : 


J-  Cqos  xudu  y  F(0  cos  utdt  « 

00 


2  «•«/       u        »/ 


CD  ^  00  y 


l/sin  xuduf¥{()  sin  lUcft  -  ]J^^^^^^^f^^y)  ^^^  [««^ï)!^^- 


0  — c 


7 

La  somme  de  ces  dernières  donnant  V(x)^t{y)  ,  on  a  : 

f(y)  =  ^ï^+y|A^sin[«-^y)]rf,,.        (m) 


0         y 


'K»)<«<'K») , 
7  est  quelconque,  /  est  une  racine  de  l'équation  i^)^— ^r). 
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IV'"^   LIVRE. 


SUR 


LES  FONCTIONS  GAMMA, 


ST  QUELQUES  AUTRES  TRANSCENDANTES. 


Nous  diviserons  ce  livre  en  trois  Sections  ;  dans  la  première 
lus  exposerons  les  principes  fondamentaux  des  intégrales  eulé- 
ennes  de  la  l'*  espèce;  dans  la  deuxième  nous  donnerons  la 
écrie  des  fonctions  gamma,  c*est-i-dire  des  intégrales  eulériennes 
t  la  V*  espèce ,  et  dans  la  troisième  nous  nous  occuperons  des 
tégrales  qui  se  rapportent  à  la  transcendante  li*x. 

NTÉGRALES  EULÉRIENNES  DE  LA  i'^  ESPÈCE.  OU  FONCTIONS  B. 

On  nomme  intégrale  eulérienne  de  la  f*  espèce  la  transcendante 

1 

0 

ins  laquelle  p  et  g  sont  des  nombres  positifs.  Je  vais  exposer  les 
incipales  propriétés  de  cette  fonction. 

!•'  Théorème. 
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Démonstration.  En  effet ,  on  a  : 


00  oo 


oo 

Soit  z=- ,  d'où  x=j ,  on  aura  pour  x=»J  ,  les 


valeurs  z=  [,  «fa==-±-,  i^x=.j^, -j^^dz, 


0 


— ; =  (| — z)q-i  ;  donc,  la  relation  précédente  devient  : 

(l+x)*»-*  ' 


1  1 


*/     {l+x)i^      J  ^         ^  ^ 

0      ^  '^  0  0 


00  00 


En  changeant  p  en  9,  9  en  p  on  a  -  f  -^ -y-  =  / 


^  (i+x)pt^  ^  (1+xr 

Remarque.  Nous  désignerons ,  avec  M.  Binet,  les  int^^rales 
eulériennes  de  la  1'*  espèce  par  la  notation  Bip^q)  ;  en  sorte  que 
Ton  a  : 


1 


00  CD 


Nous  nommerons  ces  transcendantes ,  des  fonctions  B.  Dans 
l'exposition  des  principes  qui  se  rapportent  à  ces  fonctions  ^  nous 
avons  principalement  consulté  le  beau  Mémoire  de  M.  Binet  sur 
les  intégrales  définies  eulériennes ,  inséré  dans  le  t.  xvi,  27**  cahier 
du  Journal  de  l'Ecole  polytechnique.  Les  recherches  premières  sur 
ces  transcendantes  se  trouvent  dans  le  Calcul  intégral  d'Euler, 
ch.  vni.  Voyez  aussi  sur  la  même  matière ,  les  Exercices  de  catcuT 
intégral  y  par  Legendre^  et  son  ouvrage  postérieur  sur  les  fonc^ 
tions  elliptiques  et  les  intégrales  eulériennes. 

1  1 

Corollaire  1.     B(I,I)=  /"x«(l— x)-dbc= /"djc=1.  (î) 

0  0 

1  1 

Corollaire  2.     B{|, i)  -^  fx^Ux  (1  -  x)~*=  f       ^ -^ . 

0^  iVx{\^x) 
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Pour  x  =  r*,   on  a  : 


1 


B(i ,  è)  -  2 /*— j^ ^.  (5) 


V\- 


2"«  Théorème. 


B(p,9)»B(ç,p).  (4) 

1 
Dèmomiration.  On  a  /xP^*(i — x)*i-^(ix  =«  B(p,ç). 

0  0  1 

Soit  x=i — z,  par  suile  r=|  ,  pour  x-=|  ,  rfx  =  —  rfr; 


ne 

1  0  1 

Wi(l— x)«-i(ix ^— r{l—z)P-'^z^-^dz -  A^-i(i  — z)P-*dz= 

1  0  B(ç,p). 

S"'  Théohêmb. 

p  e(  q  éton^  moindres  que  l'unité,  je  dis  qu'on  a  : 

1  j  1  1-p  (1-p)(2-p)  I 


1  1 

\st.  Soit  x=  —5 — ,  y  =  2x— 1  ,  a;=<  ,  pour  j/=  J  , 


Oémoni 

a  :  0-1 


1  1 


0  — 1 

0 


—1  0 

1  1 

0  .0  ^^y 


'  ""  ' 


1 


0  i 


L-J^^f-*(\--^)p^i^yY-^, 


2P**- 

0 


20  4^%+!)^    2.%+2)    +**'-J        ^^' 
Par  le  changement  de  p  en  g,  on  trouve  : 

J  ^^     y)     l»+y;     *î'""2»'-p+2(p+l)^    2.4(p+2) 

+  etc.]  W 

En  ajoutant  (/3)  et  (7),  puis  en  substituant  dans  (a) ,  on  a  U 
formule  cherchée. 

CoroUaire.  Pour  p»  9,  on  a  : 

B(P,P)= 2^[-  +2(147)+   2.4(2+p)     +  '"'•  ^  '  ^ 

Si  dans  (cC)  on  fait  p^q,  on  a  aussi  : 

1 

0 
Soit  y'«=u,  on  aura  : 

1 

0 

*"•  Théorème. 


00 


(311  ) 
émonstration.  On  a  : 


00  00 


»<P'î>=/-7^r  '  B(M)-/: 


ï  y  en  ajoutant  : 

osons,  dans  la  2^*  int^ale,  za=s— ;  on  aura  : 


"      r 

1  1 


^  00 

f  =  I  ,  pour  zs=  I  ,  et  par  suite  : 


1 


+0'*' 


/ 


1 


0         (1  +z)pt. 


00  1 


^n  a  de  plus  ,  f\-^'+-^')^-  _  r{i<^-^+i^'^ 


S™'  Théorème. 


00 

-Sru 


B(t  +  r,  f-r)=  2  ffl±îZZ  du.  (9) 

0    («"+«"")^ 

M+zïp+9*  ^**''  2=«^» 

00  «O 

d'où  :     11=  I  ,  pour  z  =  |  j  il  vient  : 


•00 


00      _  <» 


0 


(!+«)»♦'       1/ (i-l-e«")Pt'»        ./ (e"+r-")i't'* 


(312) 


00 


Donc:     ^y.^^^'^  f   '^^^   -  g /^''^+'^*^^  jg 
Soient  p4-ç=a2t,p— ç-=2r,  d'où  pa(-f>r,  9  — I— r,  ona: 

Corollaire.    Désignons   les   cosinus   hyperboliques    par  Cos., 
on  a  : 

Cosw  = ^ ; 

par  là;  Téquation  précédente  devient  : 


Cos2rtt 


4<^i  t/     Cos»*i« 
0 


(/ti. 


Or,  si  entre  l'arc  d'hyberbolique  ti,  et  Parc  circulaire  y,  exis- 
tent les  relations  que  Gudermann  désigne  par 

ti  — Ly,  »=/u. 

(Voyez  Potenzial'Rechnung ,  par  Gudermann,  p.  42,  83). 


on  a 


:  CosM= ,  dti=dLy= ,  y=<,pourtt=  ; 

cosy  cosy  {     ^  | 


par  là  ,  Texpression  précédente  devient  : 

T 


Bi,+r,t^r)=jLfS2£l^,  „0) 

^    '  *      0       cos  2ry 

6"'  Théorème. 

B(p+l,«)=^B(p,9);     B(p,g+l)=>-i-B(p,,).  (H) 

Demoni^ratton.  On  a  : 

d  [  «'(l  -  X)'  ]  =/««-»(!  -  x)o-idit  —  (p + ^y  (1  _x)»-idi; 
en  intégrant  il  vient  : 

x'Cl  -x)«=p/xP-Hl— x)""-»*/»—  (p+ ç)  /x'(l— x)«-»<fe. 


I 


(313) 

snaiit  les  intégrales  entre  0  et  1 ,  le  premier  membre  dis- 
uux  deux  limites  ,  et  l'on  a  : 

1  1 

.p  rx^\\—xY-^dx  —  if^q)  r x^[\—xY-^dx , 

0  0 

•pB(p,ç)-(/>+î)B(p+l,(,); 

lire:     B(p  +  1,9)= -^B(p,7). 

%ire  1.  Cette  égalité  donne  successivement  : 

B(p+l,î)=-^B(M), 

etc. 

tier  et  positif. 
,  en  muîtipliant  : 

n\  p(p+l)...  (P  +  W— 0  „,_     , 

formule  est  duc  à  Stirling. 

1 

'.  2.  Pourp=l,  on  a  8(9,!)=  A'-^rfxM— x)«  «  i; 

0  ^ 

1*2  ...m  ^,       ,  1*2  •••m — 1 

>?)=  -rrrm — TTTrr.  >  B(w,ç) 


9(9+1)  .•.(?+^)'    ^  '^^    gC«+l)..-(ï+w-l)" 

fatVe  3.  n  étant  entier,  remplaçons  dans  (13)  y  q  par  9-f*'i^ 
,«+„) p(H-n  ...  ip^rn-X) 

(p-H+«)(p-H+«+i) ...  (p+g+»+»»-i) 

B(p,ç+m), 

^^     '.p+9)(p-H+i) ...  (p-H+«-i)  '^^'^^  * 

p(p+1) ...  (p+m-l).g(g+1)...  (g-l-n-f) 
''■^  (P+9)(P-f«+i)  ...  p+î+m+n-1) 

B(p,7).     (13) 

>MI  7.    4""  PAKT.  40 


(314) 

Coroikùre  i.  Soient  p — m'^0,q  —  n'^0  ,   remplaçons  dins 
cette  formule  p  et  7  par  p — m,  q — n  ,  on  aura  : 

.  _        _     _        (P+g— i  Xp + g— ^^  •  •  •  (p-t-q~m—  1  ) 
''""'''""' ~(p-l)(p-2)...  (p-mhiq-lM-^)..,  (,-«■,' 

B(p,î).    (Ui 
On  trouve  aussi ,  k  étant  entier  : 

B(p+n+*,ç-H)  = 

p(p4-i)...  (p+M+fc— n 

^ç_i)(9_2;  ...  (ç_w)  .(p-i.çXP+?+')  •••  (P  +  9+»— 'j 

B(p,7).    (15) 
Toutes  ces  formules  ont  pour  but  de  faire  dépendre  le  calcul 
de  B(p,9),  d'une  fonction  de  la   même  espèce  et  de  ta  forme 
B(p±m ,  7±n). 

7-  Théobême. 
B<P-«//)       ,  ,      «7       ,    w(«+1)     _ÎW±1L_4.„.„   1161 

B(p.?)    "  "^p+g  1-2    '  Ip+gKp-H+M"^ 

Démonstration,  On  a  : 

1  1 

'0  0 


1 


0 
1 


^/xP-\l--x)'i-*(/x[14wi(l— x)+^Çi-^  +  etc.], 


0 
1 


» /xP-Hl— x)*»-»clx  +  a /ip-î(l— x]*f/x  -f 


0 


0 

=  B(p,7)  +  aB(p,g+l)  +i!ij±i!.B(/>,7H.2)  +  Ole, 


ou  : 


(  315  ) 


Corollaire.  Remplaçons   dans  (16)  p  par  p+r,   a  par  r,  il 
iondra   : 

BH-'-»?)  P+9+»-         *-2     *  |j9+9+r)(p+g+r+i) 

+  elc.     (17) 

Or,  en  changeant  dans  le  second  membre  9  on  r  cl  r  en  q ,  sa 
'aleur  restera  la  même ,  on  a  donc  : 

B(p,g)  B(p.r) 

Bf+M)  "  Bip +  9,')'  ""  ' 

B(p,î)B(|)+9,r)  =  B(p,r)  Btp+r.ç).         (18) 

Le  premier  membre  de  cette  relation  ne  change  pas  en  permu- 
ant  p  et  9 ,  il  doit  donc  en  être  ainsi  du  second  membre  ;  donc  : 

BIp.g)  B(p+g,r)  =  \i[q,r]  B(?+r,p).         (19) 
G;lle  relation  fondamentale  est  due  à  Eulcr. 

8-    TUÉOBÈME. 

Démomiralion,  On   a,   par  la  form.  (24)  du  S*"  livre: 

00 

Multiplions  les  deux  membres  par  z^~^dz  ,  on  a  : 

OO  fiO  00 

0  '      ^  0  0 

00  00 


=  /  x^^'i-^  e-^dx  fz^^  c-'^dz  , 


0     00 


X' 

CD 


-=r(p).r(7); 


(  31-6  ) 

La  formule  (20)  fait  dépendre  le  calcul  des  fonctions  B ,  de  celui 
des  fonctions  gamma. 

r(p)r(g) 


Corollaire.  On  a  :     B(p,9)  — 

B(pfç,r)  = 


r(p+ç+r)  ' 
donc^  en  multipliant  : 

En  général  : 
BO„,).BO.+,,r)...B(,+,+r+...,»).  ^^^^^,.  !«' 


PRINCIPES  ET  APPUCATIONS  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  GAMIA. 

Nous  avons  déjà  vu  ,  dans  le  1**  livre,  que  les  fonctions  gamma, 
ou  intégrales  eulériennes  de  la  3"**  espèce ,  étaient  définies  parla 
formule 

fil.  l]M-i(/x  =  fxf^^e-^dx  =  T^) ,  (22) 

0  ^  0 

fi  étant  un  nombre  essentiellement  positif. 

Nous  avons  trouvé  aussi  la  relation 

CD 

y ^-1  ^-«rfa:  —  I^ ,         (23) 

0 

a  étant  positif,  réel  ou  imaginaire.  Dans  le  cas  où  fjt  est  un  nom- 
bre entier  n^  on  a  : 

r(n)- 1,2,3...  (n-I)j         (24) 
r(î)  =  i,    r(2)— 1.  (25) 

M.  Caucby,  a  donné  dans  le  tom.  n  des  Exercices  d'wuin^i 
page  378 ,  une  nouvelle  déduction  des  principales  relations  de  la 
doctrine  des  fonctions  gamma  ]  nous  avons  puisé  dans  cette  source 


'a*  -f-  ^  )  ■■  /  xf^€r*dx.  {a 


(317) 

a  manière  d^exposer  les  formules  les  plus  remarquables  de  celte 
ihéorie. 

1"  Théorémk. 

r>  +  l)«/ttr(/c.).        (26) 
Démonstration.  On  a  par  définition  : 

'o 
L'intégration  par  parties  donne  : 

/OO  00 

0  0 

En  substituant  ici  les  valeurs  (a  et  (22),  on  a  : 

Corollaire.  On  a  par  la  form,  (26)  : 

ri/tt  +  w— 1  +  1)  — (At+n— I)r(^+n— 1).         (27) 

Si  n  est  un  nombre  entier  et  positif  ^  en  posant 

n=l,  2,  5,  ...  71, 
on  aura ,  par  (27)  : 

r(/^+2)  =  (/c.+l)r(A.+  l), 

etc.  etc. 

r(A*+n)  =  (A*  +  n— l)r(/tc+n— 1)  ; 
doù  Ton  lire  en  multipliant  : 

^{/i  +  n)^  fi{fi  +  \)[fi+3)  ...  {fi+n^l)T(ji).        (28) 

La  form.  (28)  fait  dépendre  le  calcul  de  ^(Ac-f-n),  de  celui  de 
T[fjC\  ;  donc  si  on  connaît  les  ^{/i) ,  pour  toutes  les  valeurs  de  fi 
comprises  entre  0  et  1 ,  on  pourra  calculer,  à  Taide  de  ces  gamma , 
et  de  la  formule  précédente,  la  valeur  de  ^  pour  tout  nombre  ^  1  ; 
il  suffit  donc  d'avoir  une  table  des  fonctions  gamma  s'étendant  de 


(5!8) 
2"**  Théorème. 


Dénwnslration.  Nous  avons  par  la  form.  {W)  : 


Pesons  p=^fCy  7  =  1  —  /te ,  p+9==*  »  ^"  •**  '• 


QO 


0     *+ 

Mais  on  a  par  la  form.  (56)  du  2"*  liv.  : 


/  —ri —  =--^ i    0O<t; 

«/       i+x  sinuT  ^ 

0  ' 

Corollaire  i.  Pour  ^=i,  on  a  r(i).r(i)=--__;    ou 

sin  2  » 

[r(i)]'=T,    d'où:    r(i)=:|/7.         (30) 
Pour  la  même  valeur  de  /tt,  la  form.  (28)  donne  : 


d  OÙ  : 


Î2' 


rif)-èl^^  ,     ^if)=-^»^^  ,  ^^»^' 


Si  Ton  pose  fi=s\  ^  on  Irouvc  r(0)  »  --  «=  oc  . 
Corollaire  2.  Soit  e"-«**  «=  :: ,  on  aura  : 

GO  00 

/à     2n+l    /»      4     »•— 1 
0  0 

2n+i  ^n+i  ^ 


l  319  ) 
Pour  w==0,  on  tire  de  celle-ci  : 

00 

/(-««Vx=i\/Ï;  (33) 

0  * 

DUT  a—  1 ,  celle  dernière  devient  : 

00 

/V*'dx-»il/T  .  (34) 

0 

1 

CoroU.  3.  Si  dans  la  form.  fx^Hl  —  x)^^rfx=  ^^^^^^^^  , 

^  r(/>+9) 

n  pose p— 11+^ ,  ç=5,  n  âanl  entier,  on  aura  : 

Fesons  x=z*,  il  vient  la  formule  connue  de  Walli»  : 
1 

./|/ri^~  2.4.0...     (2«)      "s-        ^''' 
Si  Ton  pose  p  =  «+i ,  ç=»5,  on  trouve  ; 


0 

1 


kq^rr"     r^w+i+i) 


'/i/IZir~3.3...(2n+l) 


(36) 


3""  Théouémk. 


5oieyi£  fc  wn  nombre  positif,  n  mh  cm/ïc/*  iMsitif,  en  jyosani, 
H)ur  abréger  , 

Ix  .   2                .    n— 1 

n  II                        II 

Pf  ^)  =- F(;;;i) ■ —  '       («) 

e  dis  que  Von  aura  : 


(  330  ) 
DvMomtration.  En  effet,  changeons  dans  (a)  iv  en  y»-{--,on 
aura  : 

¥(„+-)  = , 

»  r(ni«-M) 

r(A*+7,)r>  +  i) ...  T{pi+!^)XfiT{^) 

^      r(A)r(^+-)rO«*+-)-.r(/»+-I^) 

n  r(nAt)  ' 

1 

F(^). 

n 

Corollaire,  a  et  6  désignant  des  constantes  indépendantes  de  /(< 
et  par  suite  des  fonctions  de  n ,  on  pourra  poser 

Donc ,  à  cause  de  (^)  : 

1 

ba         =_;     dou     a=-,   «"=-5,, 


^l"'  Théorème. 

r(2/x)       "    î?'* 
Démonstration.  Pesons  dans  (y)  n«=2,  il  vient  : 

rf<»lr(/x+^)       J-  r^ 

Déterminons  la  valeur  de  la  constante  6 ,  correspondant  à  ceiic 
valeur  particulière  de  n;  pour  cela^  6  étant  indépendant  de  fti 
prenons  ^^=5;  on  aura  : 

*       £0£<il=r{i)=|/7;  donc  6=21^; 
2  r(i)  "■" 

en  substituant  dans  (^),  on  a  la  Tormule  eherchoc  (37). 


(  331  ) 


5'"*   TlIÉOBÈME. 


n  étant  un  nombre  entier  positif,  fjt  un  nombre  positif  y  je 
dis  qu'on  a  : 

r(A.)rO-+^)r(/*+^)...r(A*+~S=-ï^Vïûâ?P".     (38) 

Démonstration.  On  a ,  par  la  relation  (y)  du  3"""  théorème  : 

i  n- — I 

»^p(/t*)r(/»+  -) ...  r(M+ )zssbT{nft). 

n  n 

Remplaçons  fA  par  (k^+o"»  U  vient  : 
Multiplions  ces  deux  égalités  ^  on  a  : 

r(/* + -g;^- )  rO»4- -gjj-) = 6'r(»»^)r(n/*.f  —  ). 

Les  arguments  des  2n  fonct.  r  du  l''  membre  sont  respec- 
tivement : 

ou  : 

.   2«~1 


2n 
On  peut  donc  écrire  l'équation  précédente  de  cette  manière  : 

=  6T(n^)rlnM+î).  (a) 

lOMK  7.    i""*  PARI.  *1 


(  322  ) 
Mais  on  a  par  (ô7)  : 

r<,|r(,+|,  -  i!^ , 
donc,  en  posant  ici 

et  en  substituant  les  résultats  dans  (a),  il  vient  : 


w- 


(2K  T  )-  r(2/«)  r(2/«  +  -1  )  r(2/«+ 1  ) . . .  r^2M+ 


Mais  à  eause  de  la  form.  (y),  3*'  théorème ,  on  a  : 

par  là  Féquation  précédente  devient  : 

:         '        n»"*  ,    lzJ/»r(2MM^, 

'     ■  =■   h*  • —    • 

n— 1  Oîha^ 

22n/*,2   " 

d OÙ  Ion  tire ,  en  réduisant  : 

n— 1 

En  substituant  eette  valeur  dans  la  relation  (v);  il  vient  : 

n— 1 


^»=-;:7r  = 


l|n/»  ijnA* 


OU  y  en  mettant  pour  F(/x)  sa  valeur  (a),  on  trouve  immédiatement 
la  formule  cherehée  (38). 

La  formule  (58)  est  due  à  Gauss  (Mémoire  de  GoUingue,  t8l9'« 
La  démonstration  précédente  est  empruntée  au  Mémoire ,  déjà 
cité,  de  M.  Binet,  page  208.  Cette  célèbre  formule  a  été  diver- 
sement démontrée  par  Legendrc  (  Exercices  de  Calcul  intégrait 
181*),-  Cauchy  {Exercices  de  mathématique ,  iH'  liv.,  1827,  p. 91); 
idem  {Exercices  d'analyse,  tom.  n ,  1841 ,  pag.  408)  ;  Lejeune- 
Dirichlet  {Journal  de  Crelle,  tom.  15,  p.  2S8  et  suîv.) 


(  523  ) 
Corollaire.  Pour  /k==0,  la  forin.  (38)  se  réduit  a  : 


i.     2.       _.«— 1 


r(-)r,-)...r( )  =  ^z „^2,)»-i .  ^39) 


6"*  Théorème. 

ft  étant  un  nombre  positifs  n  entier  et  positif,  je  dis  que  l'on 
les  relations  : 

'■+^"tr"~"n>.-^+e.c., 

■1)     77=t( ^ )  (— ^)=r(At)+ 2 M/»— <)  + 

(»-H)n(«-<Kn-2)  ,, 

274 "^(^-2)  +  etc. 

J 

Dèmonst.  1°  Soit  çfcor-] — )==-• — ,  on  aura  : 

X 

y^* djr i        /^*  dx 

0  ^0 

[Voir  la  form.  (    )  du  1*"  liv. ],         donc  : 


/""fi^"  r  (Ix  1 


>/x(/>-frx^ — y 

X 

QD 


Mais  on  a ,  en  général  : 

r(M4-n)        (-ir 


r{ti)        (ft+iO'^" 


(  324  ) 

Donc,  pour  t/  =  cx  4 — ,  at'=: — ;- ,  on  a  : 

X  x" 

rf*  r  1  1      (— l)"r(M+n)  T.» 


ir î 1 


(6+CX+— )'' 

X 

par  là  (a)  devient  : 


/*ii  r      ^^     1  (-irr(ii+ii)  r 


.l\BtB 


D'un  autre  côté  on  a ,  par  la  form.  (61)  du  1"  livre  : 


1     rdx     d»  r  1  "I 


0 

.00 


0 


dx 


2(21/  «c  )'^  |/T 


('' 


(n+2)(«+W»-1)    r^^^^^y^-)  ^  _  etc.] 

Or,  on  a    f(x  +  2Kflc)  = — : •  Jonc: 

{x-^b  +  Wâef 

?C)(x+2k^)  =--7^r 7=-^'- 

^^  </3c'L(x+6+2l/^)"^ 

i-^Y'J^ 1-=-; 

r(M)      (x+ô+ai/oc)»» 
d'où  : 

/».•—.  rf*        ,     .,  r(tt+n)  /*  dr 


X  r(tt)  ./  |/x(x+6+«/(ic)* 

Soit  X  =  (6+ 2>/ôc  )y ,  il  vient  :  ''' 

/Tna-1.21/^)^ — (-i)i^('H-«)  /jç:^.  (^) 


(32ÎJ) 
*esons  dans  la  formule 


0   ^*+^ 


i,  çeain  +  tt— I,  r(^)=l/T,     on  a: 

0 

c  (€)  devient  : 


a 


w 


0 

)onc  si  à  la  place  du  premier  membre  de  (v)  on  met  sa  valeur 
et  à  la  place  des  divers  termes  du  second  membre ,  ce  qui 
icnt  (y),  en  y  remplaçant  n  successivement  par  %x^n — 1,  n— 2 , 
y  on  aura  : 

CD 

+„)  r   '"""^^      -\/^(^)^j    r(»-H«-5)    ^ 

0 

n{ji-~\)       r(n+«— ^— J)    , 


(ii4-i)n(n~l)(n— 2>       r(n+«— i-2) 


+  clc. 


2.4(2|/«;)»  v6 -1-21^  00)"+''-^' 

,D  fesant  dans  cette  dernière  n+u— ^«-/u ,  elle  devient  : 


» 


\  /c    a .î    #  x^~'^dx 


(6+21/ oc)"       2(21/ oc)    (6+2Kflcf-^ 
(n+l)n(n— i)(n— 2)  r(At-2) 


2  •  4  {'U/m  y  ;,6  +2  l^oc  )''"* 


etc. 


(326) 

2'  Soie  toujours  ^(cacH — )= ;  done 

(6-j-cx-l )" 

X 

fCc+Sl^ac  )  = — — : on  aura  : 

OD 

dx 


y^  (1x  ^        P 


+6+av^ttc)» 

0  '       3C'  Q 

En  diiïércnliant  celles-ci  n  fois  de  suite  par   rapport  i  i 
il  vient  : 

/d"  P  ^x  l-^/"^    JLr dx 

X 

Mais  on  a  : 


X" 


X  X 


donc  : 

00 


f—  r_îîL— — 1 


»/x(6+cx4--r 

X 


OD 


r(M)       ^/  |/ï(n+6x  +  ca;* 


i\ntn 
0 

Le  second  membre   de  (Ç)  est  donne  par  la  form.  (63)  du 
!  "  livre ,  en  vertu  de  laquelle  nous  avons  : 


J    (a+6x+cx*) 

00  0  00 


yTc^\.{^   ^^  Vx     2{2l/a<  ^  Vx 


{n  +  2)(n+l)n(n-1)  /""     «,    .  ci/-s  «^ 


2-4(2l^ac)'        0 


(  327  ) 
fais  on  a ,  par  la  form.  (v)  : 

c,  en  fesant  ici,  n  successivemenC  égal  à  n,n— I,n — 2,  etc. 
devient ,  en  opérant  comme  ci-dessus  : 


oo 


'^  ■'^Jl 


x^-^di 


0 


Tifc)        ,    (n+i)n  r(A6-1>         , 


(6+2k^^^^  2(2k^;      (6+2k^)^* 
(n + 2)(w  + 1  )n(n-0        rÇa  -2) 

»i  dans  les  formules   (A)  et  (B)   on    fait   a=l,  6:=0,  c»*!, 
s  se  changeront  en  : 

r(^+ii-L  r%^°^       iM.!i[!L=llr(^-i)  + 

^'^^='|/¥'/  n^.x')''-^        2'*    ^2'-2'^»    '''^       '^ 

(n+l)»(n-4)(n-2)  ^, 

.^.^,y..^;^ r(^-2)  +  elc, 

(«+2)(»4-1V,(«-n^,^^_^^_^^^^^_ 


Pesons  dans  (6)  x^asar,  on  a  : 


■7—       .  „_t_f  ''"ai/ 


0    (l+x'^'+i         0        (l+r)'*+» 
M  Ton  compare  cette  intégrale  h  la  suivante 

./(1+xr^"  r(p+ç)  ' 

ievra  faire  P=5/£  +  |n+* -=^î^i^3 , 


(i) 


(  398  ) 

et  alors  (6)  devient  : 

^r(i±2±î)r(£=ï)-rM  +  <î±îlir(^-i)  + 

Des  substitutions  entièrement  semblables  ehangeront  (a) 


2I; r(A*-T-2)  +  eec., 

formule  qai  se  déduit  de  la  précédente  en  y  changeant  n  en  — »■ 

7—  TBÉoaftMB. 

ft  étant  positif,  n  tm  nomfire  entier  et  posit^,  jt  dis  qui  f» 
a  les  relations  : 


(42) 


'•w-p(^=^)K-±2)- 


n(n-\)     (A+n  «(n-0(n--2)(n-5)   >c+«  | 

2-2*  ^  2      '^        r2:2<       *^~i — ^  j 

(43)  r(^)=^r(iî=:^){r(il±fti)- 
-Tâî-'^^— 2 *>+ TFi; "^^ — 2 '^ 

—  eic.  j 

Z>«moiw(ra/tdn.  <•  Soit  f(,cx-] — )=  ■    ,   et  par 

(b+cx-L.  i) 

X 

suite  :    f(a:4-2^^)= := — ,  on  aura  : 

{b+x+WaêY 

1/  Vï         (64-2l^ac)''+°-T(M) 

•/  x»  ^«Vx  »X«)        «^  (a+ôx  +  ex*)»^ 


(  329  ) 
Donc,  à  cause  de  la  form.  S8  du  1*'  livre ^  on  a  : 

i___Lr(u  +  n— I)  / -4- 


CD 


0 

Soient  as=:l,  6  =  0,  c  =  l,  w+n  — 5=»^,  il  vient  : 

00 


(1  +  X')' 

0         » 


0 

Les  intégrales  du  second  membre  se  déterminent  par  le  pro» 
idé  déjà  employé,  savoir  en  posant  j^^^r,  on  aura  : 


CO  00 


r(^^=|±i)r(i^-i) 


2r(/.+i-i) 


TOM  7.   4""  PART.  4S 


(  330  ) 

«  00 


iM-in+l-2^,. 


/•+Ï— « 


n^^^f^)r(^-5) 


Par  là  l'égalité  précédente  devient  : 
t— 1 

V' 


,  etc. 


r„  -^ni=i±i){  r,42,-îït=!lr,4l-„ + 


2*  Soit  toujours  9(cx  -| —  )  — 


X  a 

(6+CX  +  — )» 


,(x  +2  Vac  ) 1= d'où  : 

{6+2|/ôc-j-X;» 


CO 


J  V  X       (6 + 2V^  oc  )'*+"-^r(«)  ' 


)«+»" 


0  0 

on  trouve,   par  la  forni.  (60)  du  1"  livre  : 


-^ —    1    r^M+n  —  -Il  / . ■ L 

1  •  (SI/ f  )'  ,/     (a  +  6x  +  cx')°+'»-»  ^ 


00 

2n+u-|. 


0 


Fesons  n-^-u  —  ^^fij  a=»\ ,  c  =  l  ,  6  =  0,  eellc-ei  devient  : 


2^  V    ( 


{l+X')''+' 


0  a, 

(«-}-l)n(n— l)(tt— 2) 


"'+^-^/7rT^'-*! 


0 

En  posant  x^=«r,  et  en  déterminant  comme  ci-haut  les  inté- 
grales du  second  membre  de  cette  dernière ,  savoir  : 


r  rr^+ Vt         ,     /V'^+'^-^^-^dr 


0  0 


eo  00 


r(H:|±i_,)r(^) 


"*/'+in-î+i-lj.. 


(1  +  r) 


/'+Ï— 2 


r(ii±|±l-2)r(ii^) 


etc., 
elle  devient  : 

1.2.24  ^        î  ) 


(  332  ) 

Remarque,   Si  dans  la  form.  (61')  du  S"**  livre  y  on  pose  : 

i 

on  aura  ,  pour  x*  =»  y ,  o 

On  a  de  de  plus  : 

0  0 

On  a  donc ,  par  la  form.  (61')  du  2"*  livre  : 


OD 


(m41)mr(p-l)r:g)  (7H4-2)(«B+l)t»(iw-1)   r(p-2)r(7) 

2.3    rgo+ç— 1)"^  1.2.3.4.5  r{p+}-i) 

—  rtf. 

Pour  g=^,  r(7)  =  r(i)  =.  ^Z"? ,  le  premier  membre  s'int^, 
et  il  vient  : 
(—  \  )»2»>       r'.P+w4-1)^(p— »0  r(p)     ^ 

(m4-1)m     2'r(p-l)         (ffl+2)(w4-l)wi(m— 1)    _2^r(p_^ 
2.3     •r(p4-i_i)+  2.5.4.3  *  r(p+i-3) 

—  etc. 

8-  Théorème. 
I  désignant  des  logarithmes  népériens,  je  dis  que  l'on  a  : 

00 

Démonstration.  On  a  j  ocf^^er^dx  :=:i'^(fi]\    en  différenlian* 


(  333  ) 
ar  rapport  k  ft,  i\  vient  : 


dti 

'^  0 


=  /  x'^*  Ix  er'dx.  (d) 


Cherchons  une  valeur  pour  Ix,  A  cet  effet  on  a  successivement  : 


e-^dz  «  - 

X 
0 


/ 


fdx  j  er'^dz^^lx  +  c  , 


I  dx  I  er*^dz^  /  dz  f  e 


0 

er**dx^=»lx. 

10  0        1 

Substituons  cette  valeur  de  Ix  dans  (a)  ^  on  obtient  : 

d^{fiL)     r  r  u^.    .  s^^^ 

0      0 

«yil!£i /a/*-i  e-*dx  -J^f'^^  eHit«)-rfx  , 

0^0  0^0 

=  'W  A  r-« î 1—  ;  d'où  : 


9"*  Théorème. 
'r(A*)=/I(Ac-l)e-._!:^!=^]  ^.  (4»)    . 

0 

Démonstration.  L*équation  {fi)  donne ,  en  int^rant  par  rapport 
à  fi  entre  les  limites  0  et  /c^  : 

10  'l        0 


(  334  ) 


00  00 


0  0  1 

mais  on  a  : 
donc  : 

.,,Yl(>.-..^-''^--7,-;':r^ii-  >• 

Débarrassons  cette  expression  de  l'exponentielle  r~*;  à  cet  effet, 
on  a,  pour/K=2,  /r(^)B;r(3)— /(i)sO;  donc  (a)  devient  : 

Multiplions  celle-ci  par  — (/c^— 1),  puis  ajoutons  le  résultat  a 
(je),  on  aura  : 


00 


(1+s-r>  — (1+3)-^)    rfz 

■  —  ■ — >    ■  ',»î 

0     "  /  V     i    , 

Fcsons  partir  de  celle-ci  /(1+r);  pour  cela  posons 
les  limites  ne  changeront  pas ,  et  Ton  aura,  à  la  place  de  (p)  : 

0 

Corollaire  l.  En  différentiant  cette  dernière  par  rapport  à  fi^ 
on  aura  : 


dfjL 


00 


0 

On  peut  donner  à  celte  expression  une  autre  forme  ^  en  posant 

dz 

alors  aux  limites  x«  |  ,  répondront  les  limites  5={  ? 

0  1 


doa  ) 
et  on  aura  : 


dlTifiL) 


0 


du. 

1 

1 


0 


Cette  expression  peut  être  simplifiée,  en  ajoutant  et  en  reiran- 

chant  dans  les  parenthèses ,  car  alors  on  obtient  : 

1  —  z 

1  1 

divifi) 


du 

'^  0  0 

1 

Euler  a  trouvé  /[ -L  —  jJ—lrfzc» 0,8772156  ...  ;  dési- 

•y       iz        \  —z 

0 

dlv(\) 
gnons  celle  constante  par  c  «—  ,  on  a  : 

d/M  d(l)    ^J  ^  i  —  x      '      ' 

I 

=  — 0,8772i»6  ...  -f-yC  )(fa  , 

0 

1 

c  +  /(4— —  yz.  (48) 

dette  formule  est  due  à  Gauss. 

Corollaire  2.  Remplaçons  dans  (45),  ft  par  /(-f>1 ,  on  trouvera  : 

0 

Retranchons  (45)  de  celle-ci ,  il  vient  : 

On  déduira  aisément,  ainsi  que  le  lait  M.  Cauchy,  page  381 
du  Mémoire  cité ,  de  la  formule  (45) ,  les  propriétés  d^à  établies 
sur  les  fo;)ctions  gamma. 


(  336  ) 

PnOBLÈMB    f. 

Décomposer  \T{fit)  en  deux  parties  dont  l'une  devienne  zéro 

pour  fi^co . 

Solution.  On  a  par  la  form.  (4S)  : 

00 

/r(A.)-/^[^-i__L_]Cj ^m — ]rf^. 

./    *-  1— e-*^    X  ~    ar(i— e-)   ^ 

Pesons  pour  abréger  : 

i        c—*  1 


l  —  e—'   X   *  ^     x(l—e-')  * 
on  aura  : 

00 


ir{,u)  =  fiP+qe-f^']dx. 


0 

Comme  on  a  : 

•  e-  ^+ ^+T:2  + 7:2:3- +  °'^- 

^+ TTS  +  TTSTS  +  ^^'• 

=  -^(-  +5)  + A+  Bx  +  Cx»  +  elc., 

1    1 

en  fesant  g=»— ( — (-5),   parlie  du    développement  de  Q  q 

Ju  X 

comprend  les  puissances  négatives  de  x,  on  pourra  poser.: 


00 
F(ac)  ^f{V+qe-f^)dx ,  («) 


0 

00 


ù{f£)=^J*{Q—q)e-'^dx;  {fi) 

0 

et  alors  on  aura  : 

ir(fi)^F{f.)  +  ^{fi);  (49) 

c  est  la  décomposition  cherchée  :  en  effet ,  la  parlîc  ^{fi) ,  è  eau  i^** 

du  fadeur  e""'^,  et  parce  que  Q — ç,  ne  contient  aucune  puis- 
sance négative  de  x ,  devient  zéro  lorsque  fi  devient  infini. 


(  337  ) 
Les  expressions  développées  de  F(/ci)  et  de  aOk)  sont  : 

00 


0 


=/[M-l-jJ-^)e-+(i+^  (50) 


0 


■)-/t4î:b=J-î(;+5)].-''*., 


0 

CD 


■Aiép:.-7-'T-''^-  P') 


PnOELÉME   3. 

Chercher  la  valeur  de  &[^),  et  de  F(i). 
Solution.  On  a  d*abord,  par  la  form.  (SI)  : 

00 

0 


t/   ^  i  —  e—'       X  X 

0 

00 

/f              1  dx' 

r  -J — 4]  e-* — .  Lx) 


0 

On  a  ensuite  par  la  form.  (SO)  : 

00 


^«^^^tAllb^-^-^l^T'  (^) 


0 

00 


0 

En  retranchant  (8)  de  {0)j  et  en  observant  que  Ton  a  : 


1      er««       1- 

-e-       1- 

-«-*' 

1 

obtient 

• 
• 

0-i 

00 

■A   * 

2« 

dx 

/  ^l-'-*' 

X 

TOMB  1 

r.    4™PAKT. 

(*) 


43 


(  338  ) 
En  retranchant  (J)  de  {a)  il  vient  : 

CD 

(52)     fl(i)  -=  i  /*[  IZII!  _  e-  ]  flIîË  , 


0 

00 


0 

=  i[l  — /(2)  ].  (Voyez  form.  (23"),  Uv,  2-.) 

Pour  trouver  la  valeur  de  F({) ,  on  doit  recourir  à  la  form.  (49) 
qui  donne  : 

/r(i)=F(i)+û(i), 

i/r  =  F(i)+i-i/(2);  d'où: 

F{i)-.i/(2T)— ^.  (Sô) 

10*°*  Théorème. 

r(fi)  =l/2i-/t''-* .  e-/*.  e*(^>.         (54) 
Solution.  On  a  par  la  form.  (50)  : 

F(M)=/[(^-l-_i^)e-+(i-fi)e-'«]^; 
*^  i  —  e^  X  X 

0 

donc,  pour  fi^j , 

P(|)  «/t(_i_^;e-«  +  (i  +Î)e-'«J^. 

0 

On  tire  de  celles-ci  par  soustraction  : 
FW-F(i)=/[(^_i)e-<  +  (i+7Xc"'^--**)]^, 

0 

(Voyez  la  form.  (2.7)  du  2"  liv.) 

Donc       F(j.)=F(i)  — /.  +  {+(/«— f) /(;.). 

En   substituant   ici  la  valeur  de  F(^) ,  donnée   par  (53),  ■' 
vient:  F(m)  =  (/.-t)/(/«)— ^+i/(2T). 

Or ,  comme  on  a  : 

ir{M)  =  FW  +  *(/«)  , 


(  3S9  ) 
an  obtient  : 

/r{^)  =  (^- i)  /(;.)  -^  +i/(2T)  +  aW  ;  (3S) 

donc  y  en  passant  aux  nombres  : 

Corollaire.  Pour  /*=oo,  on  a^5J{/t)=0,  donc  pour  cette  valeur 
de  /»  on  a  : 


rW  =  (2T)>'^e-^  (36) 

Il  s'agît  maintenant  d'obtenir  par  la  formule  (54),  une  valeur 
numérique  suffisamment  approchée  pour  r(/*),  correspondante  à 
une  valeur  donnée  de  a*.  Pour  cela,  en  prenant  la  formule  (35), 
Ton  voit  que  ce  calcul  dépend  du  développement  en  série  conver- 
gente de  la  fonction  ^l/*).  On  y  parvient  par  plusieurs  procédés  que 
nous  allons  développer  successivement. 

1*"  DévcloppemoU  de  ^[m]  en  série  convergente» 
Mettons  l'expression  (SI)  sous  la  forme 


'"=/ 


.)_(1_e-l(i.+i) 


X 

dx.  (ai 


X  4         ^ — ^ 

La  fonction  sous  le  signe  /  devient  infinie  pour  1— ^-««0, 

ou  e*«=»l.  Soit  xa=ç(cosf-{-|/ — Isiuf)  ;  alors  la  plus  petite 
valeur  de  x,  qui  rend  e*=l,  correspondra  à  f=»î^ ,  et  par  suite 
à  çsn^r;  donc  en  prenant  pour  x  une  valeur  dont  le  module  soit 
inférieur  à  2t,  on  empêchera  la  fonction  sous  le  signe  y*  de  deve-^- 
nir  infinie,  et  par  suite  cette  fonction ,  d'après  un  théorème  connu 
de  Cauchy ,  sera  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est 
inférieur  à  2t^  développable  en  série  convergente.  Pour  effectuer 
ce  développement  on  a  : 


X'     ,        x^ 


fi'où  : 


X  "'^a.S*""  3.4*    2 ''■4.5*  2.3       *■'*'■'' 


^  ■■ 


(  340  ) 
donc  {a)  devient  : 


.  — —  /  X'»  I  œe  —  etc.  I 

4.»     1.2.3»/        1— e-^  ^ 

0 

A  l'égard  des  intégrations  du  second  membre,  observons  que 
la  division  donne  : 


on  a  donc  : 


e— « + c-(/«+»)« + e-(^+2)*+  etc.  ; 


1.2..m./      1— e-  1.2..»n-'  ^ 


0 


m  — (a»+1)* 


/  X   c   "  '  "'  rfx  +  eîc, 

1.2..  «•/ 

0 

1       r[m—i)  ,      1     r(»»-i)   , 


1.2. .m       j.»"       •    1.2..«»(/«  +  ir+» 


/.""    '    {/'+1)'»"  '    (/'  +  2)"'+» 

En  fesant  »t=:l,2,3,  etc.,  on  obtient  les  valeurs  des  inié- 
grales  de  (jS],  et  en  substituant,  cette  équation  devient  : 


<") 


*'-2.3  V'  ^  {/.+1)'  ^  U+2)'  +  -  ' 

3^^7"^"m1F'^1h^'^''*^  ■'" 

3      1  1  I 

2"'  Développement  de  û(;i)  en  «éne  conwrjente. 
Mettons  la  formule  (51)  sous  la  forme 

X  e*  —  1 


(34i  ) 
Développons  en  série  le  facteur 

au*  X 


En  partant  de  la  suite  ef  =  l4-x+  T-7r+  ^^c.,   on  trouve  , 
en  opérant  comme  ci-dessus  : 


«w 


^(2.3'^  (/*  +  !)>  +   (/*+-2)-  +-1  + 


3"'  Développement  de  *(/*)  en  série  convergente. 
Reprenons  Téquatlon  {a)  du  l"*'  développement,  savoir  : 

^  ^      «/  X  1  — c*^ 

G 

Posons  ici  1— e-*  — r,  e-*=l  — r,  x=— /(1~^), 

==a|  ,  pour  x  =  |  ,  dx=»  j ,  l'équat.  précédente  deviendra  : 

0  0 

Développons  en  série  la  fonction  sous  le  signe  /;  pour  cela 
>t)  a  : 

(1_0-=1_«,_  i^-^r ïTjTj— *'  -  etc., 

«(1 — a)  .:.  (m— 1 — a) 


i — ait — «»P  —  ctit^ — etc.,  «B 


'*■    ■    ■>!■ 


1  •$  ...  m 
En  multiplant  par  d4X ,  on  a  ,  en  intégrant  : 

(1— 0* 

•î—- — 1-,  a-(js=-./cb—  tfaida  —  etc.  ; 


(  342  ) 
en  prenant  ces  int^rales  de  «•=  0,  à  a—ac ,  on  a  : 

a  et  et 

{\ Aa f  y^  y'*  y» 

— — —=a  —  t  1  a^da  —  V I  a^da  —  t^ /  a^(la—€it.     (P- 

^  '  0  0  0 

Multiplions  celle-ci  de  nouveau  par  da,  et  int^prons  entre  0  et 
a,  il  vient  : 


a         a 


^'     ^^      '^^     '^  ^00  00  —etc.  (7) 

En  fesant  ^««1  ,  les  formules  (0),  (y)  deviennent  : 

1  1 
=_  -1  -j-  Ca.da  -}-  r  Ca^da.  4.  etc.,  (^^ 


^         '  0  0 


1       1 


.^, 


_i_r-J hil=:-  i-+  rdccfa^da+t  fda  fa^da 

^    ^       '  0      0  0      0  -{-etc.  (v 

Cela  posé;  multiplions  ((f)  par  — f ,  puis  ajoutons  au  résultat 
Texpression  (y')>  on  obtient  : 

1       1  1 

/(i-O*-    '^/(i-o^^J    Y    •/  ^        ' 

11  1  11  1 

[  I dafa^da-'l  re^da^t\[rdaraida'-\ra%da]  \  etc., 
00  0  00  0 

=  Oo  +  a.  ^  +  «1  ^'  +  etc.  («) 

1       1  1 

0  0  0 

L'intégration  par  parties  donne  : 
1  1 

fda  j  a„,+ida=^a  J  a^^ida  —fa^ata^xda  ; 

0  0 

d  où  : 

11  1  1 

0       '0  0  0 
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On  a  donc,  en  substituant  cette  expression  dans  {j^)  : 

1  1  I 

0  0  0 

1 

=  /(î — a)a^fida.  {s) 

*0 
Pesons  dans  eette  expression ,  m^Oy  1,3,  etc.,  il  vient  : 
1  1  1 


0  0  0 

1  1 


«.=/a-«k.rf«=/(i-«)^^d«-o,   >      ^"^ 

0  0 

Donc  y  en  ayant  égard  à  la  formule  (i)y  Texpression  (a)  dc- 

'viendra  : 

1 

«0^)  =y"(  -h  —  ««^"  —  03  e'  —  etc.  )  {K—tf^dt.  {aJ) 

0 
Mais  on  a  en  général  : 
1 

f^^\\'-^Y-'dx^\i%q^~^^^^  ;       .  donc  : 


1 

(m+p)    ' 
1  «2 ...  m 


fi 


M/^  +  ^)  ...  (p  +  m)' 
En  fesant  m^t^SyS,  etc.,  on  trouve,  à  la  place  de  {a!)  : 
I  1  1 

(fi)^^±(\—t)'^^dt--ajl'{l-t)'^'dt-^aif^^ 

*o  0  0  —etc., 

«.  =  23 -T^,  «3  =-27374 -35 '*'•*• 


(  3U) 

*•"•  Développement  de  ô(/x)  en  série  convergente. 
On  a  : 

CD 


1 — e  *      X  X 


0 


./  M  — e-»      X      •'        X  ^^  M— r^     x     «^        x 
0  » 

Pesons  dans  la  V  intégnle  à  droite  1 — «-*s=t,  on  aun  à  h 
place  des  limites  x=  |  ,  les  suivantes  t=:  | 

0  1— 

Soit  pour  abréger  1 — e'^^*  a  ,  on  aura  : 

*{     I  —  e  '       j:  X 


0 
1 


(4 


Soient  B.=i,  B}  =  ^,  Bs  — ^.  etc.  les  nombres  de  Ber- 
nouiili ,  caractérisés  par  les  relations  connues  : 

'+2T+3T+   ••  ==^'-1:2:3:1 

elc,  elc. 

Il               _ 
^+^  +  3Sr  + *^-^*  1.2. .2m' 

on  aura,  en  changeant  dans  la  série  : 

X       ^  X  X*  X* 

I  eot -- --B. —83^^5:3:^-8,^^-^ -etc., 

X  en  aV^^l  ,  el  en  observant  que 


(  345  ) 
formule  r 

1 ,      i^       B.  Bax'  Bsx* 

î=7=^~»~âJ~ï:2~T:274"^  1.2..6    *"•    ^'' 

De  plus,  on  a  trouvé,  dans  le  développement  précédent  : 

ic  {ce)  devient  : 

^    J^i.^2       1.2.3.4  ^  i-2.. 6       ^"^-J*^    ''^-T 

0 

1 

At5— û«^'— «3^'  —  elc.  ](1— O'^'rf^.  (60) 

a 
Les  intégrations  indiquées  dans  les  divers  termes  du  second 
iinbre  de  celle  équation  peuvent  s'obtenir  facilement^  en  obser* 
Dt  que  ces  intégrales  sont  contenues  dans  les  suivantes  : 

(y  û 

Or,  on  a  :  l*' 

et 

erf^^dx'^ ;  donc  en  dîfférentiant  m  fois  par  rapport 

'C ,  on  en  déduit  : 


ft» 


x-^er^'dx  =  (--1  )»—  ( ). 

On  a  :  2" 
1 


f(\—kip^^di = 1!_^ 


^  dîfférentiant  celle-ci  m  fois  par  rapport  à  ib  il  vient  : 
Si;  après  avoir  effectué  les  différenttations  indiquées ,  on  fait 
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cette  dernière  A;=l,  on  obtient  la  valeur  de  Tintégrale 
1 

a 

La  formule  (60)  ne  subsiste  que  pour  des  valeurs  de  a  ^ir. 
Si  Ton  fait  dans  cette  form.  (60) ,  »  =  oo  ,  et  par  suite  ûaal ,  on  i 
la  formule  inexacte  de  Stirling,  savoir  : 

0 

==i.  -Ë! ËL_  +  -5^ etc.  (Gl) 

Quoique  cette  formule  soit  inadmissible  quand  on  suppose  la 
série  (6 1)  prolongée  à  TinGni,  cependant,  lorsque,  quand  ^es( 
trè»-grand ,  on  se  borne  à  calculer  un  petit  nombre  de  termes  de 
cette  suite,  la  somme  de  ces  termes  fournit  à  très-peu  près  la  ti- 
leur  de  a(/e£).  Nous  allons  démontrer  cette  dernière  proposition, 
en  cherchant ,  l*"  la  forme  unie  exacte  de  la  série  (61)  ;  9*  jusqu'à 
quel  terme  il  est  permis  de  calculer  cette  série,  et  enfin  3*  en 
évaluant  les  limites  entre  lesquelles  est  comprise  Terreur  commise 
en  négligeant  le  reste. 

1*"  Forme  finie  exacte  de  la  Formule  de  Stirling. 

La  formule  de  Stirling  sert  à  calculer  /r(^),  au  moyen  de  h 
form.  (55),  lorsqu'on  donne  à  ei{fi)  la  valeur  inexacte  (61).  Il  s'agit 
de  donner  à  cette  valeur  inexacte ,  une  forme  finie  rigoureuse.  A 
cet  effet ,  prenons  la  formule  connue 

elle  donne  : 

_(       ^        1 M— Q(  I  I 

x^\—e-'      X      ^'         ^4îr'-|-a;'^16»r«4.x»~3&r+x' 

+  etc.  ).    (A 
Mais  on  a  en  général  : 

1  1         X'        x^  ac*"-*  x*° 


(347) 

Donc  en  fesanl  *=  2t,  4t,  6t  ,  on  obtient  pour  (a)  la  forme 
acte  cl  finie  : 


etc.       etc.         eic.  etc.  etc.  ] , 

l I t u  eu*  >  f^) 

1«2      1.2. .4  1.2. .6  1.2..2W 


Mais  on  a ,  en  général  : 


x*°*  .    a 


.2ni 


anc ,  à  cause  de  l'expression  (e)  , 

X*°*  X*™  x^™ 

^  2  r  1  4.  .-J L  -L  Ole  ( 

22m  ,  ^2mt2  r^^âm 


2[B 


2mtl  r 


5.4  ..2m +  2     (-2Tt)î^'- 


4-0       > 


(  348  ) 
Donc,  en  posant  0<e<1  ,  on  aura  : 

'^°'='"2.5...C2»>+-i)-         ^^^ 
Par  conséquent 

1,_J i_,.      li__5L.  . j_ 

xM-e-»       X       ''"°*1.!2      1.2..4     "*" 


1.2. .6  1.2..2m  1.2..  (2m+2) 

De  celle-ci  on  déduit  : 

«/    xM— C-'        X  '  l^^Jt/ 

0  0 

00  _^  w 


1.2..4.*/  M-2..6*/ 

0  0 


00  _«o 

l.î2..2i/i«/ 

0  0 

Bi  83,85  ^      ^^  Bsm-l 

1.2/K     3.4/tt'^5.6/K'  (2m— 1)2»»  M*»-' 


00 


0 


c-''^(/x. 


Mais  à  canse  de  (^')  on  a  : 


85hn+ix^e-''»c/x 


tlonc 


eo  GO 


A'   '"'^^<2.5°^m+2/^'^   ''''^<.2>.+ixt;W 


0  ^         •     '0 

Soit  0<A<î  ,  on  pourra  poser  : 


./« 


„e-'^rfx  =  A  ^" 


Smtt  * 


^  (2/w+l)(2m+2)^ 

On  a  donc  pour  la  forme  chcrcliéc  : 

a(  \        B-           Bi  Bî                 _ 

^    '  (2m— l)2m^-'  ^      ^          (2m+l)(2m+2)j<^»*'  ' 


(  349  ) 

2*  Détermination  du  rang  du  terme  de  la  Formule  de  Stirling, 
jusqu'avquel  il  est  permis  de  la  calculer. 

Soient  T^«  =  ^2^_|_,^(2,„^2)<«?„ti  ' 

*""'         (2m— 1)  (2m /«?»-»     ' 

on  aura ,  pour  le  rapport  de  ces  deux  termes  conséculifs  de  la 
suite  de  Stirling  : 

Tgmti  (2m—i)m  i_     hs^tt^ 

Tto-i  ~  (2m+l)(2m+2)  '  /cc'  *  Ba„_i  " 

Mais  on  n ,  par  les  forin.  (S9')  : 

Bfan        (2m+1)(2m+2)      l+(5r"+-  . 

donc  : 

Tten  _^  (2m4-l)(2m+2)    i  +  fïï)*°"*4-...  (2m— l)m         j_ 

Tto-i  ~  (2»)'  *  1  +  (3)*"+  •  •  •    '  (2"»+!  )(2m+2)  *  /*'  ' 

Par  suite  : 
Tin.t,   ^  (2w+l)(2m4-2)  (2m— 1  )m  J_ 

Tto-i  "^  (2«)'  *  (2m+l)(2m  +  2)  '  ft^   ' 

<(2m-l)m.i  -I7, 
<(2m-l)2m(-;f-)', 

<   — ■)'• 

Donc  les  termes  de  la  suite  que  donne  d*aprcs  Slirling,  la 
valeur  de  ^(jx) ,  vont  en  décroissant  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un 
terme  dont  le  rang  m  surpasse  nfiy  ou  Z/x^  puisque  ^y>Z. 

3*  Détermination  des  limites  de  l'erreur  commise  en  ne  calculant 
la  série  de  Stirling  que  jusqu'à  un  terme  d'un  certain  rang. 

1*  Si  Ion  prend  pour  la  valeur  de  &(jz)  la  somme  : 


(3X0  ) 

la  formule  (62)  fait  voir  que  Terreur  commise  est  une  partie  du 
terme  qui  suivrait  le  dernier  terme  de  la  somme  [a) ,  savoir , 

73 — .  ^v^^\  ^x  .1^,  ;  Terreur  commise  est  donc  inférieure  à  la 

valeur  numérique  de  ce  terme. 
2^  Cherchons  une  limite  supérieure  au  terme  générai 

(2i»— l)2?iiA**»-i  '  ^^■ 

Pour  cela  on  a,  par  les  expressions  (59^)  : 

Rto-,!        ,     2>5..2m      l+(éy°4-  ... 

^B,      2-5..  2m 

donc        Bsm-i<y   --—-p., 

r(2iii+i) 


Or,  pour  m=0 ,  la  form.  (62)  donne  û(/ct)  =  — -  ;  on  a  donc 
à  cause  de 

la  relation 

1 

Donc  en  prenant 


r(2m+  i  )  =  2m  I\2m)  =  V^H^  (2;ii)2m+i  g-2m  ^  24in  ^ 
on  aura  : 

^  ,     (2»l)2°»+î    -2m     L 

^2«)2™— î 
on  a  donc  : 

l2m— 1)2iWA6««^-^  ^  3  *  2m— 1  ^w''  ^  «^te  ^  '  ^    ' 

Cherchons  ce  que  devient  cette  limite  pour  ina=3/x,  valeur  qui 
exprime  le  rang  auquel  il  faut  arrêter  la  série  de  Siirling,  si  Ton 
veut  obtenir  le  plu9  grand  eflet  utile  de  cette  formule. 
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Pour  m=Zfi,\a  limite  supérieure  (63)  se  réduit  à  : 

^  «  O/tt — t    fjL       e 

Si  A«  =»  1  t  Texpression 

(i)^^""'^^    e?!?^  est  plus  peUte  que(-î)'^  e"=0,5I77.... 

Donc  y  si  /x>l}  le  terme  de  û(jx)j  dont  le  rang  est  5jcc ,  aura 

une  valeur  <(0,Si77...)(-)*(  V-  W 

Donc  pour  /e£>  1 ,  on  obtient  pour  a(/x)  une  valeur  approchée 
telle  que  Terreur  commise  reste  inférieure  à  Texpression  (v).  Cette 
valeur  approchée  sera,  d'après  1",  la  somme  des  Zfi — 1  premiers 
termes  de  la  suite  (62). 

Observons  que  la  limite  supérieure  (*/]  est  toujours  un  nom- 
bre très-petit.  En  effet,  soit  d*abord  ft=i  ,  alors  (y)  devient 

0,97...  (1)"  ; 

donc  l'erreur  commise  sera  <(77r)  • 

Soit  cnsuilo  fjt=m\0;  alors  Texpression  (/)  devient 

^^43...  (  —  )''; 

Terreur  commise  sera  donc  inférieure  à 

0,  00000  00000  00000  00000  00000  0143... 


11"^'  Théorème. 

a  étant  un  nombre  positif,  A  le  plus  grand  entier  contenu  dans 
a,  je  dis  que  l'on  aura  : 

0 


(5M) 
Démonstration.  Soit  a==A-^ ;  comme  on  a  : 

V 

x«-ic-**(/x=:— ^,  on  en  tire  :  a-«  =  --— •  /x«-ie'«i/x. 


^  ^x 


Remplaçons  a  par  i ,  il  vient  :  5  *       = 


00 


/a;    *  «r-"d».  Multiplions  par  As ,  puis  int^os  par 

rapport  à  s ,  on  aura  : 


ft     r(i-^)V 

V  V 


co 


*(/x( Co). 

^      X 


Multiplions  de  nouveau  par  ds  y  et  int^rons  par  rapport  a  s , 
on  aura  : 

7^  f^^L  -8JB 

•'  ' (z:lJ!_  /  rr.   V  (/x(iI^4-5Co— cO;  etc. 


y      1/ 


Les  constantes  c»,  c.,  sont  en  général  des  fonctions  de  x,  puis- 
que les  intégrations  ont  été  effectuées  par  rapport  à  «.  Si  donc  on 
intégre  A+1  fois  de  suite  par  rapport  à  5,  on  aura  un  résultat  de 
la  forme  : 


^+7 


^ —  I  X    »(c-«— Xo-»X.— s*X,— clc.-«iXi)-T— r. 

rM_f.\i/  3ci+l 

Déterminons  les  constantes  X,,  X, ,  X,,  ...  X;^,  fonctions  de 
X.  A  cet  effet ,  observons  1"  que  le  premier  membre  de  («)  dis- 
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it  pour  s=sO ,  il  doit  donc  en  être  ainsi  du  second  membre; 
ar  suite  on  devra  avoir  ,  pour  5=30  , 

r-*— X„-5X.— ...— «>Xi«0,     d'où:     Xo  — 1. 

*  Qu'en  différcntiant  (a)  par  rapport  à  5  ,  on  aura  : 


s 


l...(A— 1  +  iî) 

OD 


/  X    »(— e-"x— X.— 2»X.— elc.— Aïi-iXj)-^. 


W 


y  JO 


our  jf«sO;  le  premier  membre  disparatt  ^  on  a  donc 


X 


"*«  —  X.  —  2«X,  —  etc.  —  Xb^-^Xx  =»  0 ,     ou     X,  -=—  - . 
Qu'en  différcntiant  (/3)  par  rapport  à  $,  on  trouvera  i 


...(A_2-{-^) 

1/ 


00 


-^ —    /x     »(e-«x'— f-2X,  — 2-35Xj— ...— 

A(A-iy-«Xi)p;îr; 

X* 

I   Ton  tire,  pour  «s=0,  X,  =  •; — 7. 

m 

x^ 

>n  trouvera  de  même  X3  = ^-^ ,  etc.,  et  enfin  ,  après 

i  •  2*0 

x^ 
ir  différentié  X-\-\  de  suite,  Xi=( — *)*  r-5 — ^- 

tonc,  en  substituant  les  valeurs  de  Xo ,  etc.  ,    qu'on  vient 
léterminer,  dans  l'équation  {a),  celle-ci  se  change  en  : 
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<      ' 


(^X^+i)...(^.+f) 


/  X 


00 

A* 

SX       X»JC'  .  A^J^     ,  ffx 


Soit ,  pour  abréger  : 

Cela  pose ,  comme  on  a     ^-^  ^^n  , 
(^Xl+f)...(A  +  ^)  = 

1.2...(A+^)       r(A-Hf+l)       p^^^ 

1.2...  (--1)         r(^)  ri;) 

IL  U  T  V  T 

%      ^        v'         .    ,yc^,  sm(a— A)t       ^       '  siiiar 

sin(— )t 

Téqurition  (v)  donnera  : 

CD 

X 


0 

Mais  si  dans  la  relation 

r(a)  1(1-0)  = 


sinan  ' 


on  ehanîre  a  en  — a,  on  en  tire  — r(a+l)sin  a«  =  --- ;  donc 

°  1  {—a) 

(e  devient  : 

.s«  =  -Tz r  / TT rf-r.  (64 

n^aW  x«+*  ^ 


r(-a)  ^ 
Si  Ion  (mi  ici  s=l,  on  trouve  enfin  : 

oo 


r<  ,..)_/-ï::=if-r.,.  ^, 


0 


(  355  ) 

Memarque.  C'est  ici  le  lieu  de  dire  un  mol  des  intégrales  que 
.  Caucliy  appelle  extraordinaires ,  et  qu'il  désigne  par  le  signe  f 
oeijlué. 

»ii  f(x) - f(0)+ ^r(0)+^r{0}-i-...+ y£^^  f"-''(0)  + 

posons 
Cac)==fl[0)+|f(0)  +  -^i"(0)  +  ...4--^:^fI»-»{0).     (/5) 

n  sorte  que  Ton  ait  : 

Soit  de  plus  a+1  — n  +  — ,  --<1,«— a  =  1 , 

— a  +  1  ■-  2 —  — ,  etc.;  eela  posé  on  aura  :  1° 

V 

-'    a-»"  ax«         (a— 1)t«-» 

n^x)dx  .  f(0) 

0 

On  aura  2" 

f(x)_F(x)^  n°)(0) 

a3c= —  


,a — n 


ar«+i  1  •  2 . .  w(a  —  n)x' 

f(n+l)(0) 


1  -2 ..  (n  + 1  )(a  —  n  - 1  )x«-"-^ 


—  etc. 


f(n)fO^  1-7    ,  f(«»+0(0^  2-7 


où  : 

rfra:)-F(T)  fC)(0)        1-7  ff«)(0)  2-f 

ac«+'  1.2..(n— a)  """l  .:2..(n4-l)(n— a+I) 

-|-  etc. 
Donc,  a  étant  positif,   f(x)  ne   s'évanouissant  pas  avec  x  , 
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laiidis  que  Fintégmle 

b 


rî(x)d: 


0 

est  toujours  infinie,  k  suivante  au  contraire 

0 

dans  laquelle  F(x)  est  déterminée  par  la  relation  ifi) ,  conservera 
une  valeur  finie.  L'intégrale  (66)  est  celle  que  M.  Cauchy  nomme 
inlégrale  extraordinaire ,  et  la  désigne  de  cette  manière  : 

0  0 

Les  intégrales  extraordinaires  se  déterminent  le  plus  fréquem- 
ment par  des  diiïérentiations  et  des  intégrations  successives  ;  mais 
avant  d'en  donner  un  exemple ,  il  faudra  démontrer  qu'il  est  per- 
mis 4e  différentier  et  d'intégrer  ces  sortes  d'expressions. 

-sou    Y -/^- ?&•»). .-/%#.., 

0  0 

on  aura  ,  en  différentiant  par  rapport  à  y  : 

b  f  b 

d Y  _  /'f  rff(x,y)        dF(x,ff)  "1  dx         rdî^x.y)      dx 

dy       J  V     dy  dy      \  x«îî  ""./       dy       ^  x^^' 

donc,  en  intégrant  par  rapport  à  y  entre  les  limites  quelconques 
a  et  /3,  on  a  : 

/           /ff[x,y)dy-fF{x,y)dy  îbj 

I  Yc/y  =/ ^. rfx  =/  /  r(x,î,yy.  ^. 

«c  0  0       ff 

Observons  encore  que  l'intégrale  extraordinaire  devient  ordi- 
naire chaque  fois  que  l'on  a  F(x)»0;  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
lorsque  a  est  négatif. 
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PROitLi^.)iE.  —  Déterminer  fa  valeur  de  l'intégrale  extraordinaire  : 

r» 

(a)  S»/  e-«^.         «>0,  .>0. 

0 

Solution.  Soit  n  le  plus  grand  cnlier  contenu  dans  a-f-i  y  en 
différcntîant  n  fois  de  suite  l'expression  («)  par  rapport  à  s,  on 
trouve  : 

0 

Mais  eomme  le  plus  grand  entier  contenu  dans  a — w+l  est 
zéro,  on  a  ici  F(ar)=0;  donc  l'intégrale  (^3)  se  change  en  une  in- 
t^;rale  ordinaire ,  et  Ton  a  r 

-^— (— i)"y  a:»-^-ie— *dx  =*  (— l)-«^»r{n— a).  ^^  W 

0  A 

lotirons  n  fois  de  suite  cette  dernière  à  partir  de  «=»0  , 
il  Tient  : 

(«_a— l)(n  — a  — 2)...(-'w)  ^      '^       -^ 


/: 


On  a  donc  : 

0 

Pour  «=-1,  il  vient  : 

e-  — r  =  r(-a).  (f  ) 


r  a 


0 


En  changeant  dans   cette  dernière  a  en  — a,  Tintégrale  de- 
vient ordinaire,  et  l'on  a  : 


/e-*x«-^dx  «  r(a). 


0 
Nous  renvoyons  pour  d'autres   exemples  de  la  détermination 
des  intégrales  extraordinaires  à  un  Mémoire  de  M.  Cauchy  (Jour- 
nal de  l'Ecole  polytechnique,   tom.   xvii,  p.  224),   et  aussi  aux 
Exercices  de  Mathématique  j  année  1826,  p.  53. 


(  3:>8  ) 


CONSTRUCTION  ET  USAGE  DES  TABLES  DE  FONCTIONS  r. 


A.   C«iuitructl«B  des  Tables. 

!•"  Problème.  —  Construire  une  Table  des  fonctions  F 

de   L  en   ^  de  r(0)  à  Ff^. 
n  n 

1       2 
Solution.  Calculer  la  fonction  *(a*),  pour  fjc^  —  y  —,...5,  à 

n      n 

Taille  de  Tune  des  séries  convergentes  que  nous  avons  données 

pour  le  développement  de  celle  fonction  ,  puis  cherchez  les  loga- 

1  2 

rilhmes  /r(— ),  /r(-),  ...  au  moyen  delà  form.  (55).  Ces  loga- 
n  n 

rithmes  doivent  être  convertis  ensuite ,  pour  plus  de  commodité 

dans  les  calci^s,  en  logarithmes  vulgaires. 

1'*  Remarque.  Avant  de  commencer   ces   calculs  directs  des 

fonctions  F  de  0  à  ^  ^  il  convient  de  réduire  les  fonctions  à  calculer 

au  plus  petit  nombre  possible ,  au  moyen  de  certaines  relations  à 

établir  entre  les  logarithmes  de  ces  fonctions.  Pour  donner  une 

idée  de  ces  relations  y  prenons  la  formule 

p 

on  aura ,  pour  /^  =  — , 

n 

Lr(-^)+Lr(i-f-^)=-Lr(?^)+(i-^)L2+iL«.     w 

n  n  u  n 

Mais  on  a  aussi 

Lr(i+^)  +  Lr(l-i-;i)=Lit-Lsin(i4-J)«. 
n  11  n 

ou     Lr(i+-^)+LF({— ^)==U  — Lcos?!..  ($) 

^    *   n  ^        n  n 

Des  équations  {a),  ifi),  on  peut  éliminer  par  soustraction  le  terme 
Lr(ï-1 — ),  alors  on  obtient  la  relation  suivante  entre  trois  loga- 
rithmes F  : 

Lr(^)-LF(^~^)=.-.L.F(^)+(1-^)L2-iL-+Lcos^. 


(  359  ) 

V"  Remarque.  Dans  les  Tables  construites  par  Legcndrc ,  avec 
13  chiffres  ilécimoux ,  on  a  pris  n  =slOOO« 

2'"*  Problème.  —  A  l'aide  d'une  Table  construite  pour  les  log.  F 

cte  0  à  5 ,  calculer  les  log.  Il  de ^à  i. 

Solution.  On  a  :     17  ^)  r(l  —  ^  )  =  -  "" 

^  n'  n 


d'où 


.    P 
sin— ir 

n 

Lm— ^)  =  L7r~Lsin-^»    -LVi^). 
n  n  n 


Fesons  ici  pal,2,3,  ...^n,  on  aura  : 

Lr(l  — i)  =  Lit  — Lsin-  — LH-), 

n  n  n 

2  2«  2 

Lr(l )=  L«— Lsin  — -Lr(-), 


n 


etc. 


etc. 


n 


Lr(i)-L'r-Lni). 


3"*"  Problême.  —  fi  étant  l'un  quelconque  des  nombre.^  compris 
entre  les  entiers  consécutifs  m,  m-|-l ,  si  l'on  possède  une  Table 
pour  les  logar.  F  de  tous  ces  fij  calculer  le  log.  F  pour  un  nombre 
fjuekonque  plus  petit  que  m ,  et  plus  grand  que  ni  -{- 1 . 

Solution.  A  cet  effet  on  a  les  formules  : 

Vfi+\)^firiji),  r(/c.+2)=A.(f.+i)ryx) ,  etc. 


f^—l  ()a— 1;(a4— 2) 


,  etc. 


Remarque,  Legendre  a  fait  m=l;  ses  tables  contiennent  les 
logiir.  F,  de  la  suite  des  nombres 

\      _1-     -1-  9 

En  voici  un  extrait  : 


a 

LOG.  r(a). 

DIFF.  1. 

11. 

III. 

l.l'iG 

9.973  763  843  430 

167  816  819 

COI  340 

758 

1.127 

9.973  596  026  611 

167  215  479 

600  582 

755 

].I2S 

9.973  428  811  132 

166  614  897 

599  8i7 

753 

f.129 

9.973  262  196  233 

166  015  070 

599  074 

752 

1.130 

9.975  096  181  165 

165  415  996 

598  322 

749 

(  360  ) 
B.  IJmis«  émm  Tables  Ae  tmmtii.  F. 

i"  Problème.  —  Si  a  désigne  run  des  nombres  de  la  progreision 

■   y    1000»     lOOO»    ^^^'    ^  9 

trouver  son  logaritiime  F. 

Solution.  Cherchez  Kargument  donné  a,  dans  la  l'*coIonDeà 
gauche,  le  logarithme  cherché  se  trouvera  à  côté  de  a,  dans  la 
colonne  adjacente. 

On  trouverait  de  même  a  si  Ton  donnait  log  T{a) ,  et  qqe  ce 
logarithme  fut  compris  parmi  ceux  de  la  table. 

Les  trois  dernières  colonnes  renferment  respectivement,  les 
différences  1'*,  2"'  et  S"'  des  nombres  placés  dans  la  2"*  colonne. 
Il  est  essentiel  d'observer  que  : 

1*  Les  différences  premières  sont  négatives  de  !  à  1,461  ,  posi- 
tives de  1 ,462  à  2,000. 

2*  Les  différences  secondes  sont  positives  de  a^^l  à  a=2; 

5*  Les  différences  troisièmes  sont  négatives  de  as^l  à  aa2. 

2"*'  Problême.  —  L'argument  donné  h  se  trouve  entre  dettx  argu- 
ments consécutifs  de  la  table,  trouver  son  log.  F. 

Solution.  On  a ,  par  la  formule  de  Taylor  : 

r/     .  M       f   N  ^  ^    Af(^^    ,    h(h-i)    ^'{(a)    ^ 
f(«4./^)«f,o)+^  ,__  +  _____  + 

h{h—^)(h—'i^)     A^((a) 

Comme  les  différences  troisièmes  de  la  table  sont  <^  —  «  on 

peut  négliger  les  différences  4"%  5"%  etc.,  comme  n'exerçant  au- 
cune influence  sur  le  12"*  chiffre  décimal  des  log.  F. 

Soit  donc  A=6  — a,  <î  =  1000,  p=    ~    ,  la  formule  précé- 
dente, pour  f(rt)  =  Lr(a) ,  devient  : 

Lr(6)  -  L^(a)  +  pM.V^a)  +  ^^^~^^  A'Lr(a)  + 

p{o  —  l)(p~3) 

1.2  5        ■  -^'L'^-î- 


(361  ) 
Soit  Lr(6)  =  B,  Lr(a)=:A,  cette  formule  donne  : 

B=A+p[AA~i^(A'A-^A'A)].        m 

2 p 

Pesons         A'A  — ~  A^A=  A» , 

AA- 2^Aa  =  A, , 

on  aura  : 

B  =  A  +  pA..  (y) 

Dans  ces  formules  l'argument  a  est  l'argument  tabulaire  le  plus 
approchant  en  moins  de  Targument  donné  b;  par  conséquent  les 
Acteurs  Lr(a),  A^rCa),  A'Lp(a),  \^Lr(a)  se  prennent  immédia- 
tement dans  les  tables. 

Exemple. 

Cnetxluir  Lr(1,12783)=Lr(6)  =  B. 

Solution.  On  a  ici  a  =  1,127;  on  trouve  dans  la  table 
A  =-  Lr(a)  =  9,973  596  026  611 , 
^LF(a)~  0,000  167  215  479  , 
A'LF(a)«  0,000  000  600  582  , 
^^Lr(a)  —.0,000  000  000  755; 

On  a  de  plus  p««4^  =  0,000  000  83. 

1000 

en  trouve        A,  =0,000  000  601  285; 

A.  =—0,000  167  246  122, 

B  «  9,973  596  02  6472. 

S"'  Problême.  —  Lr(b)  étant  donné  y  trouver  Vargument 

correspondant  b. 

Solution.  La  formule  {0),  en  négligeant  Te  petit  terme 

«(1— P)(2  — p)  .3.      . 

-         1,2,5 A'A,  donne  : 

B-A  =  pAA-fc^A'A  =  D.  (a) 

TOME  7.    4""'  PART.  46 


(  362  ) 
d'où,  en  posant  B — A=sD, 


D  -« 

''~AA-i(l-p)A'A'  ^' 

Pt=-r-r;     (J)  donnera  : 
AA 

^ D 

P-^A-i(l-p.)A'A~''" 
En  substituant  cette  valeur  dans  (a),  il  vient  : 

D=p.  {  AA— ^^  A'A  I  -  c. 

Retranchez  celle-ci  de  (a),  il  vient  : 

D— C  -  (p_p.)/iA-|(p-p,)A'A+i(p-|-/».)(p-p.) A*A. 
Prenez  /».=5(p+P>)»  •>"  ^ura  : 

D— C=(p— pO[AA-l-(p.-i)A'A];  d'où  : 

,  D— C 

''-''* '**AA  +  (p.~i)A»A- 

6— (i 
Mais  on  a  .'  ^^  «p;  donc  cnfln  6=a+1000p. 

APPUCATIONS  DE  U  THÉORIE  DES  FONCTIOIfS  T. 

Nous  donnerons  des  exemples  pour  deux  sortes  d'applications 
de  ces  fonctions  ^  savoir  :  1*"  pour  leur  usage  dans  la  détermination 
de  la  valeur  des  intégrales  définies  ;  2®  dans  ia  théorie  des  suites. 


INTÉGRALES  DÉFINIES  EXPRIMÉES  A  LAIDE  DE  FONCTIONS  T 

1"    PROBLÈalE. 

Chercher  la  valeur  de  chacune  des  intégrales 

QO  QO  00 

fe--'''dx ,  y x^e— -'  dx ,  J'^'^  +  e-^  ^^....^^  ^ 

0  0  0 

QO  OO 

/^cos 26x e-«'*'(/x ,  /x» ces  (5 ht  J^ 26x) e-»'» Vx. 


y"""^-  i'  Si  dan,  ,        ^""^^^ 
"o  pose  r^a'  ,  r5o^^~-— ^(~  ) ', 


^~~'*'fe=»  I^+iJ 


0.=r.rf 


A 


3a 


'y*'"--'V:.^l:3,..r2„^,,^ 


S^Bn 


""^'''2,3, ..  JTà::^  '  P««,  après  av.- 


30 


'S  on  a  . 


e-  é 


K7 


i 


+  etc., 


('.y 


'   ^Ha  +  etc. 


0 

on 


00 


f69) 


»^l 


el/e  devient  ; 


cos2war=*^'    —S! 

"S — C      a» 


(70) 


(  364  ) 

4**  Différentions  cette  dernière ,  n  fois  de  suite  par  rapport  i  6, 
après  avoir  remplacé  m  par  6 ,  il  vient  : 


a»cos26a:        ...        K«     d^fe     «    ] 


fi    .  _ 

/         (to*  î2a  db 

0 

Mais  on  a  : 

(f  cos26x 


do- 


sa (2x)'cost|n,4.26x)  , 


-(i)' 


n(H-1)(n-2)(n-5)     a 


-(-)• 


on  a  donc  : 

00 


(71)     /x"cosO«+26«)«-^'»*dx  -  {— 1)''1^(A)- 


0 


n(n-l)  o       .  n(n-l)(»-2)(n-5),  a  -(-)• 


2-  Problème. 


Cherclur  la  valeur  de  ckactine  des  intégrales 

OO        .  00.  00  00 

sin  bx 


/cosbxdx      rsinbxdx      /^cosbx  /*i 

(a+x)*  '•/    (a-J-x)*  '•^      x«      ^^t/   ' 

a/'-icosftxdx, /x^»sin6«dx,  y  e('«*+**^'^-ida: , 


0  — 00 

OO 


/  [■: — ; — 7  +  /    I  \^  ]co86xrfx  , 


0 

00 


fr       b' a(o+l)   T  .    .     . 


(  363  ) 
Solutiùn.  1"  On  a  y  par  la  form.  (15)  du  2"*  livre  : 

/e-y*  cos  bxdx  =  — ^--r-  • 

Multiplions  les  deux  membres  par  y*-*  er^^dy ,  puis  intégrons 
entre  les  limites  0  et  oo  ,  il  vient  : 

00  co  co 

Py^er^^dy  ^   r^i^jj^  fe-r' cos  bxdx, 

0*^0  0 

00  GO 


=»  /  cos  bxdx  I  y*-^e-('+»)ydy , 


0  0 

00 


cos  bxdx  • 


d'où  l'on  tire 


00 


/y2\  r COS  bxdx  1      rye-^^dy 

Multiplions  de  même  la  formule 

00 

/e-y*  sin  6xdx  «*■ -T — ; , 

par  y*"^  c-*^dy ,  et  intégrons  entre  0  et  oo  ^  on  obtiendra  : 

00  00  00 

fy^Z!ÈL  ^1  x=  fy^-^e-'^^dy  Ce-^  sin  bxdx , 

0  '    ^  0  0 

00  00 


=  r  sîn  bxdx  fy^^  e^i''^'^)7dy , 


0  0 

00 


=/sin6xdx.-£g-;  donc: 


(«+x)*  ' 


00  00 


^  y   («+x^»        !•(«)•/  6'+»'  ^  ' 


(«+x)»        r(a)^  b'+y 


(  366  ) 
2**  Pesons  dans  les  formules  (a)  ei(fi),  assO^  elles  se  rédaironi  à 


00  oo 


^74^  rcosbxdx  ^  _l_  P   ydy  j^ 

./       a-       ""  r(o)./    b'  +  y   ' 

Pesons  y^^bzy  b  étant  Uni  el  positif,  i!  vient  : 

co  co 

(76)  /eosftxrfjc        6»-^   /^  z^dz  ,, 


oo  oo 


0  ^  '  0  • 

Ces  formules  ne  sont  d'aucun  usage  quand  a  est  un  nombre 
entier,  puisqu'alors  les  seconds  membres  sont  infinis,  excepté 
néanmoins,  pour  {^'  le  cas  de  a^=^\  ,  qui  donne  \^.  Mais  il 
n'en  est  plus  ainsi  lorsqu'on  a  ,  dans  la  l'*  0<a<l ,  et  dans  la 
2*'  0<a<2;  en  effet  alors  les  seconds  membres  auront  des  va- 
leurs finies,  que  nous  allons  déterminer. 

Pour  cela  prenons  la  formule 

0  ' 

Pesons  ti=5',  et  successivement  fcs» — — ,  f*«*  ^  '  ^"      "' 
vera  : 

J   14-z»  "■  2cos^a«'«^    1+z*  ""  2sin|o«  ' 
donc  les  form.  («",  (Z^',  deviennent  t 

/"ii*ÎÎË.=^._J__,    o<«<i,         («"' 


(79)      ft 


co 

'sin  ftxdx       o"~* 


X-  r(a)      2sinin«' 


0<a<2.  (^' 


(367) 
Pour  a»i,  r(o)=:r(i)  =  |/T,  il  vient: 

Si  nous  fesons  dans  celle-ci  x==r,  |/x  =/,  dx'^^ltdt ,  on 
trouve  : 

(81)         ycos  {bV)dt  =y*sin  (6^)rf/=:  1 V  -^-  (» 

0  0 

Les  form.  (y  et  [9  se  contractent  chacune  en  une  seule ,  savoir  : 


(82)  /!^/-'^-^==\/Zei"'-\ 
0  V  X 

(83)  />'^rf/=i\/Ie'"*'-\ 

0 

Si  nous  prenons  les  intégrales  entre  les  limites  — oo ,  oc ,  on 
trouve  : 

(84)  fcos  (6r  )*= /sin  (bt')dt  =  V  -^  > 


—co  « 


(85) 


y>^=ïdr-\/l.e'-^-\ 


3»  La  dernière,  on  y  posant  f— x4-  — ,  donne  : 

(86)  /*>'+'*»)'^dx=\/^  e^T-T>^=ï. 

—00 

4«  Comme  on  a  r(l-;.)-p^  •  fi^îl^ï^;^  '  ^'   ''^^ 

fait  de  plus,  dans  la  form.  («'",  (iS'^  a=l— a*,  on  en  déduira 
sans  peine  : 

00 

(87)  fx^^cosbxdx^^^^'^'''^  ,    0<A*<1, 

0 

(88)  /  x/*-'  sin  bxdx  =    ^'^'  ^^  ''^    ,     - 1  </i«<1 . 


(  368  ) 

Ces  deux  dernières  peuvent  être  remplaeées  par  une  formul 
unique  y  savoir  : 

(89)  /J-ie**^Vx  =  ^  c^"""^. 

0 

5**  On  a  identiquement  : 

*' T-n hï'-r-^T =î^;  donc: 

*•  +  »•  6'+ y' 

00  oo  co 

doù^  à  eause  dos  form.  {a)  et  (^3)  : 

Donc,  à  cause  de  r(a4-!)=ar(a),  r(a+2)  — a(a+f)r(a) 
il  vient  : 


(90)  /*[  -*!_  +  Jî(^]cos6xdx=-^  . 
En  partant  de  Tidentité 

6»+r     '   ^    6'  +  y'        ^       ' 
et  en  opérant  comme  ci-dessus ,  on  est  conduit  à  : 

(91)  fl-^+  ^^"+,^l]sin6xcfx=i-, 

3""  Problème. 
Chercher  la  valeur  de  chacune  des  intégrales  : 


CD  OO 


/cosbxdx  r    xsin6x 


Solution.  On  a  : 


oo 


/*3''e-t«'t'' 


J'dj 


^o'-f-x') 


2\/'tt    » 


(  369) 
d'où  l'on  tire  :  ^ 

Makiplions  les  deux  membres  de  celle-ci  par  cosScxrfx,  puis 
ÎDt^ons ,  il  vient  : 


00  00 


/cosScxete  \  r  r 


0  0 

oo  oo 


=  — î fz^er^^^dz  /c-"' cos Scxdir  ^ 


^  '     ^0  0 


0 


P      (a»»+— )  rfz 


0 

En  différentiant  celle-ci  par  rapport  à  c,  on  trouve  : 

/*  —  *  » 

X8in2cxrf»         CK«        r^-\  («»•*+—)  «'^ 


(^) 


O  0 

a 


Mais  soit  f(cx-| — )«e    ^*^*  '  a?   ,  il  vient: 

X 

T(a:+2k^)— e-(*+2»^^.  donc  f(»)(x+2l/^ )  « 


09 

i;   dx 


A  r     X  A  r     X 


0 


en  fesant  n=sny  n — l,n — 2,  etc.,  les  form.  (61),  (63)  du 
l"  liv.  donneront  : 


fio  a 

1     —{<»+-)  dx    ^^ 
e 


V  X 


0  -^     -^ 


.me 
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(  370  ) 


oo 


a 


-(«4~)  ftx 


\^x 


x"e * 


0 

Si  Ton  fait  dans  (a)  et  (/3)^  iu»H,  3cs=6,  on  trouve  parla 
form.  (J)  : 

.92J     r'cos bxdx   ^     ^^'     r  *  ^TM  ^^+*^^  .  1  + 

2.4  (a6)*  ^"   ^' 

(n  +  lHn— !)(n~2)        1 


2*4  (r.6) 

Pour  n  =  0,  on  reproduit 

00  00 

/coabxdx         «6"^°         /*x<in  bxdx        « 


i  +  e«c. 


+x'  2a    '    «^     a'+x*  2     * 


4"**  Problème. 

Cherciier  la  vale^^r  de  dtacune  des  întégraks 

00  00 

/}(  i  )a:^i  e-« cos  6xcfx  ,  y}(-  )x^»  e-«  sin  bxdx , 
0  0 

/  /(— )c-"  cos  bxdx  y  J  /(— )e-^  sin  ftxrfx  , 
0  0 

co  00 

0  0 

Solution.  On  a  : 


CD 


0 


l 


(371  ) 
lifférentions  par  rapport  &  /u ,  on  a  : 

fd  [  a/^^  e-^dx  ]  _      »»^  <tft  n>)  ^("t) 

^  d^i  "H?  m'"  1»''      ■       ^'^^ 

[ais  on  a  par  la  Ibrm.  (48)  de  Gauss  : 

1 

«plus-^^ i=c-"^ctr-x'*-^/(x),  donc  {fi)  devient: 

dfM 

en  changeant  les  signes  : 

CD  1 

0  0  ' 

esons  ici  m  =  a+tl^ — 1  =ç(cosH-l^ — i  siny) ,  il  vient  : 

l)^-'e-'^e-^'''-'^  = ^^ fc+/(a+iV/Z:î)_ 

1 


./^^H- 


oniine  on  a  -—^ — =  -y(coSittf — v — Isin/uy)  , 

(a+ft|/— 1  f      s'^ 

/(a+iVCIT)  =  i/(o'+6')+arclg-^^^ 

a 

)rmule  précédente  donne  : 

-.)x^-ie-^  cos  6x(/x  — K— 1  /  /(  -  )x'^^  sin  bxdx  — 

0 
1 

-cosfiflc  +  lç  -J  -r— dx]-f---r"f  sin/tcy — 

0  ^  ^ 

■*  t"^  sinyui9>jc-|-/ç  — /  -j^— — dxj —Lycos A^?]. 


(  372  ) 

Cette  équation  ,  par  la  comparaison  entre  les  termes  réeU  et 
ceux  affectés  de  V^— 1  ,  se  sépare  en  deux  autres  ,  savoir  : 

co 

(95)   //(--)a:'*-^c--««cos6x(fas=a— jj-[cos/tcf./lç+fsin/xf  ]  -f- 
0       "^  ^1 


(96)  //(— )ac'^^r-**sin6xrfx«—  — Tr[sin/Lcy./ç — fcos/tf]  + 


SU) 


0 

Si  dans  la  form.  (94)  on  pose  Ae=ly  x— >z%  elle  donne  : 

CD 


(97)  /;(i)^-d^=i\/Z| 


0  0 

En  fesant  dans  la  même  form.  (94)  a^="1  ,  elle  se  réduit  i 


00 

(98)  //(l)e-»«rfx  =  ~  fc+lml 

^      x'  m 


m 
0 


Pour  ni=sa+6|/— 1  ,  celle-ci  devient  : 

00 

y /(_)cr-"(cos6x— K^  sin6x)(/x  — 


—  (cosf — |/ — 1  sînî»)  [c  -f.  i;-!"^*^'''  ^ ' 


d*où  Ton  tire  : 

_oo 


/(— )r-«*cos6xcfx-«  —  r^cosf  fc  +  fçsiny+-c««cos?]5= 

X  c»  *" 

—  [oc  +  afe  +  6arctg-J  ; 


/(—)«-«•  sin6xdx«  —  [çsinffe—fçcos^+c*çsiDf]'' 

—  [6c +6/, — «•arclgjJ- 


I 


En  posant  dans  (J)  »as=sl ,  il  vient  encore 

0 

5""    PnODLÉJIE. 


Chercher  la  valeur  de  chacune  des  intégrales 


/*cos(parctgx)      r/x         /*sin  (/jarcl^x)     ^ 
/      (1+X3)^       "^  '  ^      (1+xfP      *   ^**   ' 

2  T 

/  cos  px  cosP^'x  cot'xrfx  ,    /  si  n  px  cos'  "'x  col*ixf/x  ^ 

b  0 

ft  « 

T  T 

/  cos  2x  col'xcfx  ,    /  sin  2x  cofJxrfx  , 

0  0 

«  ft  « 

T  T  T 

/sinpx  ,    .      /*      co\!^xdx  r     coi^'^^xdx 

1  '  .       cosP^'dgax ,  / ,  / . 

•/    sina?  v/  1— (2r— r»)cos'x  c/  1— (î2r — rOcos'a: 

Solution,  l""  Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation 

db 
\T  -7j- ,  Cl  intégrons  entre  les  limites  0  et  oo ,  il  viendra  : 


^        ^     .  »m    J  >M  ..  00  ..  CO 


0  '  0 


■y  as»-'  r-«rf«    /  5— 


0 

QO  CO. 


/.-.^^/[f^_».=î2!^]«, 


(374) 


«0 


r(p)  /ki^^EîZ.  ^  = 


oo 


/.-'^d«xS[5-^-|/=i.^;:^l  . 


r(9)    Scos^çr  2810^9 


=  -l_r I V  —  \  — - 1  /l*M-t- 

r(g)'-2cosig«-  asiiiiç^ 

Mais  on  a  {p.  —  hV' — 1 /=«'(cos/)f — |/^^sinpf),  donc   r 


d*où  Ton  tire,  par  la  séparation  des  termes  : 

(102)    /•''^'>«(W)     .jft^    '•(P+g-i)     ,       '  J>;>0 


0 


(105)  r^^ip^^  .±^  ''(p+g-i) !_   2>î>o 

On  simplifiera  ees  équations  en  posant  : 

— -B  j:  9  c(6  =»  acte ,  car  elles  deviennent  : 
a 


00 


(104)  r.^ïML .  ^  =  t<Px9:zîi .  .^!^ ,     i>,>o 

0  (i +«*)*'    "^       ''(''^''(«^      ^''"^»" 

2*  On  peut  réduire  les  limites  0,  oo    à  0,  -^,  en  posant 

dans  ces  dernières  formules  j?«Btgf,  dlr= — ^  >  *+**=r3'J 

cos'f  cos  f 


(375) 
ilors  elles  donneront  : 


3 

(«)    yC0S(pp)cOSP--»fCOl"»?<lf  =  ?^-i'=r-'-   • 


0  F(P)r(9)        2cosig,   ' 

1  l>g>0 

2 

\rr/  T      T  r        r(p;r(g)       Ssmlg» 

Eq  fesant  dans  celles-ci  p—2,  elles  deviennent  : 
2" 


/cos2ycotVy=wi  ^*.    '  '      1>?>0, 


0 

1^ 


)  /sin 2y col^ïyrf,»  =  q  ^''i      »     2>(jf>0. 

0  ^^ 

I  dernière  de  ces  formules  ^  en  y  posant  q^i,  revient  à 


te 

T 


f^cosv-^,,,^'  (,10) 

»/      Sine  2  ^ 

0  ^ 

itte  formule  remarquable  a  été  donnée  par  M.  Liouvitle  dans 
nmalde  Crelle,  tom.  13,  p.  332. 

Si  Ton  fait  p=n,  nombre  entier  et  positif,  q=^fA  dans  la 
.  («)  y  et  qu'on  y  pose  : 

p)r.9)  r(/^)r(«)      ""        r(^)*l*2*3 ...  n— 1        "^ 

l.!2..n— !  ' 

formule  deviendra  : 


J   ^        ^^  ^     cos> 


/x^A.+1),..0x^n— 2)^ 

1-2...  (n—1)  *  2cos>i^* 


(376) 
La  formule  (fi)  devient  par  les  mêmes  substitutions  : 


ft 
"3" 


("2)     /*(,.cos,)-sinn,.îîî^-. 
*{  ^  '     cos', 

A  T 


' .  /•■ 


5**  Pesons  dans  ces  deux  équations  n «si,  2^  3 , ...  pub  ajoutons 


il  viendra  : 


[(rcosc)coso  +  (rcos«)>cos2o+...  ] ^-^  — 

^  *  +  t''4 — 4 — : — r»4-...  S-r — ; —  ) 


7 


[(rcosy)sm^+(rcosy)«sm2,  +  ...  ]   ^^^  ^  = 

0  ^ 

(    ^  1    ^      l.î2        ^       )   isinj/»» 

Si  Ton  remplace  les  séries  des  deux  membres  par  leurs  sommes, 

savoir  : 

.  /         X        a    .  (rcosf)coSf — (rcosyV 

(r  cos  •)  cos  f + (r  cos  o)  »  cos  3f + etc.  —  - — - — ^'    ^  ^ ,  ,   \jr, 

V        r;      T^i        r/  rn"  l-.2^rcoSf)cos^+lrcoSf) 

I    /          X    .    ^    .                        (rcosf)sinf 
(r  cos  •)  sm  •  -p  (r  cos  y )•  sin  %  +  etc.  —  r — ^r \  ,   ,  ^"T  » 

Ces  équations  se  changent  en  : 


"7 


(115)  /•      cot^y^?  ' i_      '>>-' 

^         »/  1  — (î!r— r'jcos'?     (1  — r/+»  '  2cos7(xit   '     !>/*>-• 


(114)    /•       cot^-'yrf?       _      1  <>«•>-' 


(377) 


FONCTIONS  r  APPUQUÉES  A  LA  THÉORIE  DES  SUITES. 

Les  propriétés  des  fonctions  gamma  donnent  le  moyen  de  som- 
ner  un  grand  nombre  de  suites,  et  de  calculer ,  par  les  sommes 
connues  de  séries  convergentes  y  la  valeur  de  plusieurs  intégrales 
léfinies  qu'il  serait  difficile  d'obtenir  par  d'autres  procédés.  Voyez 
mr  cette  matière  le  Calcul  intégral  d'Euler,  tom.  i,  chap.  vni , 
probl.  42;  des  Mémoires  de  M.  Kummer,  Journal  de  Crelkj  t.  17 
2t  90;  le  Mémoire  déjà  cité  de  Gauss,  1812;  le  Mémoire  cité  de 
M.  Binet,  p.  307. 

a)     Sommation  des  suites  par  l'emploi  des  fonctions  gamma, 

1*"  Théorème. 

Soit  la  série  convergente 

f{\)  —  a^  +  aiX  4-  a,x»  -f  etc. ,  (a) 

p  un  nombre  entier  et  positif,  je  dis  que  l'on  aura  : 

î 

Démonstration.  Multiplions  l'équation  {a)  parxP'"^(l — x]'^-'^dx, 
puis  intégrons  entre  les  limites  0  et  1  ,  on  aura  : 
1  1 

/a:P-^(  1  — x)^'-^5)(x)rfx  —  a*  jx^\\ — xj^'^dx  -f- 

0  0 

1  1 

arj"x^^-\i—x)^^dx  +  a,   Ap*«-^(1— a;)9-Vx  +  etc.  , 

0  0 

,  r(p)T(q)  ,  ^  r>+l)r(g)   ,       rfp+2)r(9)    .     . 

^^T{p)T{q)     ^      VT(p]r.q)      ^  P(/>+l)r(p)r(<y) 

^r(p+9)"T"   '(P'\-q)T{p+q)  •  ""'(p+îll/M-î+lJrCp+ç)"^ '''''•' 

~  r(p+9)  (    '•■*"  ;>+7  "*"  (/>+9)(/>+9+l)  ^    ''  ]  ' 

TOME  7.   4'""  PART.  48 


(  378  ) 

d'où  Ton  tire  la  formule  demandée.  Les  deux  théorèmes  suivants 
procèdent  au  fond  de  la  formule  (115),  due  à  Euler. 

2"«  Théorème. 

Soit  la  série  convergente 

f(u)=ao+aiU-f-^>u*+  •••         («) 
En  supposant  x<<l  ,  soit  f(ux'')  la  somme  de  la  suite 

f(ux'*)  =  a^-t-  a.ux'*-}-  a,(ux^«  -|-  ...         (/3) 

dans  laquelle  fL  est  positifs  si  p  est  un  nchnbre  entier  et  potitift 
a  un  nombre  positif,  je  dis  que  l'on  aura  : 

.  «a  ^.     OtU 

^       '      «(^4-1)...(«4-/)— 1)  "^  (a+fi] [ai-fi+l )...(«  +  /^+P-1) 

r. ^ +  etc    =» 

1 
_i_  rx^'-^ll—x)^'t(uxf)dx. 

Démonstration.    Multiplions    les    deux   membres    de   [0\  f^ 
x*-^(l— x)p-*(ix,  puis  int^rons  entre  les  limites  0  et  1,  on  aunî 

1  1 

0  0 

1  1 

0  0 

r(g  +  ^)  , 

^M       ^a .^ .  *  ^^  1 

(a-j^fi)(»-\-/i+i)  ...  iai-^-yK^-p — l)r(a-j-/B)"^ 
, ri* +2^4) ^ 


(  379  ) 
^  r(  ,.U  "' I ^ 

+  etc.  ]  ; 


d'où  l'on  tire  la  formule  cherchée. 


Exemple. 


Soit  t(u)  —  [i  +«)■•=  \  .fnM-}-"^"  }\t'  4-  etc.,    !>«>— 1 

1*2 

j  n(n— 0 

on  a  ICI  00=1  ,ais=an.  a^a — — - — ,  e(c.,-  on  a  donc  par  la 

form.  (116)  : 

1  .  nu  , 

-j j — . j j [-  etc. 


1 


Soient,  en  particulier,  «=l,^=.ijp=-3^  n« — \^  il  vient  : 
1  u       ,       u^ 


l»!2-3        2-3-4    •    3.4.» 


+  -^nnr  ""  ^^<^- 


==  J_ /x»-'(l— x)»-»(l+«a:)-»dx 


.  /(1-2X+X') 
V        1-4- tu       ^' 


-4-KÏ 

0  ' 

1  1  1 

X'rfl 


'J   l+«x      J    1+wx  "'"=./  ■ 


1-1- «X    ' 
0  .      0         ' 

=:-/(l  +  u)— î-  -1-  i/{l  +  tt)+.^îi±ill/(f+„) 5 1 


t  > 


(»-H)*  ,„  ,    >       3  1 


(  380  ) 
S*"'  Théorème. 

La  série  f(u)  «  a^  +  a,u  +  aaii'  -|"  ^^c-         («) 

étant  convergente  y  si ,  en  supposant  x  <  1 ,  on  désigne  par  <(ux) 
/a  somme  de  la  suite 

f(ux)  =-  a^  +  a,(ux)  -}-  aa(ux)*  +  clc. ,  (3) 

e^  par  p  un  nombre  entier  et  positifs   on  aura  : 

(117)      a.  +P  fl.u4-4^iî^  a.n"4.  etc. 

1 


r(9) 


r(p)r(g-p)^ 


^1 — -  A^-H*  -x)^-P-»f(ttx)di. 


Démonstration,  n  étant  un  nombre  entier  on   a  : 
•^  r(g+n) 

p(p+i)...(p+«-<)    r(p)r(g-p) 
9(v+i)-(g+n— 1)  *      m     ' 

Multiplions  les  deux  membres  par  anU",  puis  fesons  n»0,l,9,3, 
etc.,  on  trouve,  en  ajoutant  les  résultats  : 
1 


Exemple. 


Soit    f(tt)_(t~ti)-«  =  l+^+^^^^i^ti*+etc.  1>«>'I 

a(a+i)  ...  («+n — 1) 

on  aura  :     an™  -^ r-rr-^ — ' ->  et  par  (117)  ; 

1*2  ...  n  r      V      / 

(«)      i+^»+rW)P<H-;)«.^etc. 


r(g) 


1 


r(p)r(?  .,, 


(381  ) 

Pour  tt«l,  le  premier  membre  ne  cesse  pas  d'être  conver- 
gent j  et  Ton  a  : 

^l.g+    l-2.g(ç+l)    +'''*'• 

_     m 


r(p)r(9-/>)  ç 


1 /xP->(l— x)«-P-«-»dx  , 


r(ç)      ^  r(p)r(,-p-.)  ^   ^_^_^>, 


r(p)r(?— p)  r(g-«) 

r(q—p—cc) 


r/«        ^     '     9-p_tf>0.  (118) 

J  (q—ci) 

Soit  «e  «SX  1 ,  celle-ci  devient  : 

^?  +  9(9+1)  +*^'''-  -r(ç-i)r(,-p)  ' 

r(9-i)r(9-p)X(9-p-i)  ' 

Ces  deux  dernières  sont  dues  à  Gauss. 

Les  formules  des  théorèmes  précédents  se  rapportent  aux  fonc^ 
lions  d'une  seule  variable;  mais  il  n*est  pas  difficile  d'étendre  la 
série  d'EuIer  du  1*'  théorème  aux  fonctions-  à  deux  et  plusieurs 
variables.  En  effet,  soit  f(t<,t;),  fonction  à  deux  variables,  la 
somme  de  la  série  convergente  : 

t(u,v)  =  «o  +  fliW  -{-  ttati'  +  azu}  -f-  etc. , 

-{-  btV  -j-  b^uv  +  bzu^v  +  etc., 

-{- cw*  +  c«wt?'  -|-  etc., 

etc. 

Si  X  est  compris  entre  0  et  1 ,  il  en  sera  de  même  de  a/»  1  -^  x, 
par  suite  la  série  suivante  restera  encore  convergente  : 

f(tix,ta:')  =  «o  +  ai{ux)  +  aj^ux)*  +  a3{uxy  +ctc. 

-r  6,(rx')  +  6,(wx){t?a/)  +  63(ux)'(t?x')  +  etc., 

+  c^{vx')*  +  c,(tix)(t;a/)  *  +  etc. , 

etc. 


(  382  ) 

Qu'on  multiplie  celle-ci  par  x^\l — x)«-*Jx,  on   oblicnl  en 
intégrant  entre  0  et  1 , 


0  0 

1  1 


[.M /^p+'-Hl— x)^-idx+  a.u' /xP«-Xl -xj^-^dx  +  etc. 


a, 

0  0 

1  1 


+  6.« /xï»-Hl— x>+»-»dx+  6.MV /aîP**--M*— «)**^""*rf*  + 


0 

1 


+6ju«t) /xP«-*(l— x)*+i-*rfx  +  etc.  +  cyJ*x^-\\  -x)^^»(ix 

0  0 

1 

+c,ut)* /icP+i-i(l— »)9«--i(te  +  etc. 

0 

+  etc. , 

^       L(p+ç+l)  r(/)+9+2)  r(p+g+3) 

+  etc. 

,     .  r(p)r(ff+-2)  .      ,r(p+i)r(g+2)  .   . 

U/>+î+2)  r(/j+g+o) 

+  eic. 

r(p)F(9)  (     ,    p        ,      p{p+\)         ,  ^  . 


P+9    '        (p+î)(/)+î+l)  •         (P+?)(P+?+l)(P+9+'*) 

biu*v  +  e«c. 

+  __2(?ilL_ct'  + ^-iS^Blll _  c,««'  +  etc. 

(p-»-9(P+9-^ï)  (p+9)(p+?+l)(p+9+3) 

(120) 

On  élcndra  aisément  celte  formule  au  cas  de  3  etc.  variibic^' 


(  383  ) 

b)  Détermination  de  la  valeur  des  intégrales  définies 
par  la  sommation  des  suites. 

On  a,  par  la  form.  (117) 

f(ux)  =  a^  +  at(ux)  +  etc.  («) 

1 

r(p)r(p-9)*/  q 

donc  si  on  détermine  les  coëdicients  Oo,  a.,  a^,  etc.,  de  manière 
qu'on  puisse  sommer  les  suites  {a)  et  (^3),  on  aura  la  valeur  de 
Tintégrale  définie  qui  compose  le  premier  membre  de  la  form.  (fi). 

1"  Exemple. 
Pesons  dans  les  form.  (a)  et  (^),  tt=i ,  xsssin'j?,  f(sin'z)ei^(z), 
g^— 1,  o,-»— T---,a,=:        ,  ;  ;^!^ — i,  etc.,  on  trouve, 

(«)     f(^)=ï-  :^(2sinz)»+^fc^(2sinz)4-elc.«cos(V^^ 


2 

</*')     .V  M^/        ;  /  8in»P-»z  cos«'i-«P-»z  cos  (2g2)'iz  = 
1-(P)I(9-P){  ^^^ 


a   a 


Corollaire.  Soient  ici  />=  ^  ,  g  ==  — 5 — ,  on  aura ,  à  cause  de 

r(9)r(?+è)=2»-2Vâi  r(29) , 

"2 

sin^'«cos*-^zcos(At4--f)zcb=  j;p-j^  ,      1>^/é>0. 

^  (121) 

Soit  ie=â' — y»  ^'  ^  change  en  ç  cl  vice-versâ  , 

M 


(  384  ) 
cette  dernière  deviendra  : 


donc,  en  développant  : 


cosJçt; 


cos  (/cA+ç)  ^  ^ co%'^^ysin'^^ycQs(jX'\-ti)ydy  + 


0 

ir 

2" 


sîn (a+ç)  -y  cos<-iy sin'^î/sin Gcc+ç)i/dy  =  ^^     .       ces  J.t ; 

à  la  place  de  la  seconde  intégrale  mettez  sa  valeur  donnée  par 
(121)9  puis  changez  y  en  z,  vous  aurez  : 


fsm''-'z cos'-'zsin( fi+ç)zdz  ^ï^^fï^siu^fix  ,       l>5i^>0 

2~*  Exemple. 


Si  nous  posons  dans  les  mêmes  form.  (a)  et  (/3) , 

2     2             2^2      *^^2^4^' 
;>=?>  9=«?  «o«"1,  «1  = rx->a>= ,  ,  I  ^ • 

etc. 
f»(£)  «- cos fcr ,  on  aura,  par  la  form.  de  Gauss  (118), 

.  P       ,  P(p+^)                     .       2*2 
f/,  +  ^fl,  +  '  /  ;  /  a,+  etc.  =  1 + 

q         q[q+\)  \'f 

ftrft \\ît{!t  »  i\ 

2^2       '^2^2"^^  mT{^\ 
_ele.= 


'•^'l«+"  •      r,+  £,.,_J, 


(  385  ) 
et  par  suite  {fi)  devient  : 


2 


6+2 
Posons  ici  q  =*  — r-  ,  il  viendra  : 

!2      ' 


/ 


2 

(cos  zf  cos  {la^iz  = aT(^+*)     ^j  JS) 

r(i+^)P(!  +  ^) 

Celte  formule  est  due  à  Gauchy.  (  Voyez  Mémoire  sur  les  Inté- 
grales définies,  prises  entre  limites  imaginaires,  pag.  40). 

e)    Développement  en  série  de  la  fonction 
f(x)  =  (1 —2a  cos  X  +  a')-*. 

Cette  fonction  qui  se  présente  fréquemment  dans  les  questions 
de  haute  mécanique ,  notamment  dans  le  problème  sur  Fattraction 
des  sphéroïdes ,  a  fait  depuis  Euler ,  le  sujet  des  recherches  des 
analystes  les  plus  éminents,  des  Laplace  {Mécanique  célèbre,  t.  v, 
p.  335)  t  Legendre  (Exercices  de  calcul  intégral,  t.  ii,  p.  227) , 
Plana  ^  Jacobi  {Journal  de  Crelle).  M.  Hansen  s'en  est  occupé  tout 
récemment  dans  un  Mémoire  publié  à  Leipsic,  1849. 

Nous  donnerons  le  développement  de  cette  fonction  d'après 
Jacobi  pour  le  cas  seulement  de  s^=l,  et  celui  pour  une  valeur 
quelconque  de  s,  en  suivant  la  méthode  de  M.  Binet,  exposé  dans 
le  Mémoire  cité,  p.  331. 


Développement  de  la  fonction  (1 — 2acosx  +  a»)""*  suivant 

les  cosinus  des  multiples  de  x. 

Conformément  à  la  série  de  Pourier  [S™*  liv.  form.  (47)]  on  a  : 

1 
f(x)  ==  =^A^  +  A.  COSX+  A,  cos  2x  +  etc., 

1^1 — 2ocosx  +  a' 

2   /•      cosnxcfx 


wJ  1/4 «ï 


%  >^1  — 2ax+a' 


.me 


TOME  7.    r"  PART.  49 


(  386  ) 

il  s'agit  d'intégrer  An  ;  à  cet  effet  on  a ,  par  la  transformation , 
liv.  1",  form.  (86) , 

/*        cos  nxdx  ^  /*    8În*"»ti€fii 

Mais  on  a  : 

1  1  1 


|/1— a"sin"w      Vi—d"     \J       a^coshi 


==  [  1— T7Z3TC0S»ii  +  -5-r(  ï-— )'cos*w— etc.  ]  ; 


donc  : 


/  =  /  [sin»°iirffi — I- «in*"  Il  •cos'fkffi 

«^  l/l—a'sin'M      '$  l^i— a>  *— «' 

a* 
+  T  •  ♦  (  -j 7)  *sin**ii  •  cos^tirfii  —  de.  ]. 

Or,  on  a  en  général  : 


/sin*°ucos*Ptidu  —  2  /sin**iicos*Piicfti , 


0 

T 


=  /(sin"M)°   ^(1 — 8in*ti)P    *isinif cos ticbi, 


0 
1 


=  /js°    •(!— z)^    "ck,       en  fesant  sin'tf=i; 


0 
1 


r(n+i)r(p+i) 

1.5.3  ...2n—lt'^y.  î.5...2p— i>^ 

a-tPl.a.ô...  (n+p)  ' 

1.ô.5...(2h— 1)         J.J.S...  (2p— i) 
"2.4.6...    (2«)    *(2n+2){2n+4)..(2n+îp)'' 


(387) 
onc  : 

.^^       A        ^   r       coswarc/a:  Sri"   /*    sin^udti 


2o"  1.3.5...  (2fi—1)r 


X 


,l/ÎII?         2-4.6...  (2n) 

/(^i)«'1.5...2p-l  1.3...(2p-1)  .   g'    y) 

I        2.4  ...2/>         '  (2n+2X2n+4)...(2n+2p)*M-o»")' 
i.3...  {2»— 1)        2a»     (,      ,       1     ,     a*     , 
2'4  ...  (2n)       ^/^Z:^  I        *  2n+2^  \—a'  '  ^ 

—  • , ( )>  —  etc.  \ 

2.4    (2n+2)(2tt+4)  M— o"'  J 


Développement  de  la  fonction  (1  —  2aGosx  +  a')~*  suivant 

les  cosintu  des  multiples  de  x. 

Soit 

'(«)«=(!— 2ocosx  + a")-»=-îAo  + A,  COSX+  etc. +ABCOs(nfl)+etc. 

II  s'agit  d'avoir  l'expression  de  An  en  série  convergente.  Pour 
«la,  développons  par  le  binôme  de  Newton  ,  les  facteurs  du 

»roduit  (I— 2ocosx+o')r-=(l— ac^'^-i)-(l— oc"**^"*)-*  , 
tt  cherchons  le  coëOicient  du  terme  du  produit  affecté  de 


—  cosnx;  on  trouvera  pour  ce  coefficient  : 

^^a's{s-\-\)...{sArn—\)  ,   _^  <.<»+i)(H-2)-.-(«+»)     , 
*.— 2L  i.2..n  "*"       '         1.2.3. ..n+l  ''" 


,„„f(»+l)     «(*+»)•••(*+»+<) 


etc.  ]. 


1.2  1.2...  (n+2) 

Mais  on  a ,  par  la  form.  (12)  : 

B(,+A,0=^^^j^^^^,^  ^,^,^^_,j  B(V). 

Si  l'on  fait  ici  «+*  —  !,  B(«,0«=B(«,l-'s)  =  -r-^ ,  0<s<I , 

sm(»») 

3n  aura  : 

B(«4-A,l — *)=s— i — 7-T .  ■■■    ■  ■  . -,    0<»<1: 


(  388  ) 

ou  :       /a-+«»-^l— x)*-^irfx=   ^        \  \\ •  ^-7-r  ; 

J  ^         ^  1«2..A  smm) 

0  ^ 

1 

doù  :    ^  "^  ^     '   ' ^=— j-^yac***^*(l— xy-^*dx.       (*) 

0 

Pesons  Asn,  ^H*l|  n-|-2;  etc.,  on  aura  : 

1 

a"  sin  («*) 


2  "La^^  if^e^^dxiS^  xY—^ + 


1  \ 

«*«  fiS^iaiK -<B)i-i-i4.o**^*"t.^  /«"♦^»dx(l  — x)»-»-i + etc.], 

t./  l  •A     ^ 

0  0 

„  l!î^)  fl-/x«t.-Hl-x)-cte  [  1  +.^-x  +  ^~a4x' + etc.] , 

1 
^  Ssinji^  (124) 

0 

Cette  formule  suppose  0<5<1.  Si  s  était  plus  grand  qoe 
l'unité,  il  faudrait  faire  dépendre  la  fonction  proposée  f(x)  d*uiie 
autre  dont  Texposant  s  remplisse  la  condition  0<«^1. 

Corollaire.  Lorsque  n  devient  un  grand  nombre  la  formule  pré- 
cédente prend  une  forme  trés-simple ,  car  on  a 

l_a'x  =  l--a>  +  a*(l— X)  =(1— aO  [1 +  ^J^^=^]  , 

a* 
et  en  supposant ^  <1 ,  il  vient  : 


—  etc.] 

Multiplions  les  deux  membres  par  x"+»-*(/x(l  — x)^,  et  int^ons 
entre  les  limites  0 , 1 ,  on  aura  : 


fl^n 


(  389  } 
,(i_-o>y   ^  ^  '        '"■       {—a*       n+l      ' 

2(1-0')'  («+l)(n+2) 
Mais  on  a  : 

B(n+»,1-^)=.^  ^  '      ^ .    .   ^    ■  ;        donc  : 

'  1«2...«  sin(««) 

("^)    5^"^(T=^ — Ts^î — f*+*ï=?ôrH)^ 


?Çf±l>._ii_(f=îfc?L+etc.] 
1.2      (1— a«j'  (n+lXn+2)^        ^ 

Cette  formule  est  due  i  Legendre.  (£xercicei  de  Calcul  inté- 
gral, 1. 11,  p.  277). 

S-  SBCTieBI. 

DËTEBMINATION  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES  AU  HOTEN 


DE  LA  TRANSCENDANTE  U-x  = 


■/ 


M.  Soidner  a  publié  à  Munich ,  en  1809^  une  théorie  et  des 
tables  de  cette  transcendante ^  qu'il  appelle  logarithme  intégral; 
on  peut  donc  s'en  servir  pour  en  faire  dépendre  les  valeurs 
d'autres  intégrales  définies.  A  cet  effet,  il  faut  d'abord  réduire 
l'intégrale 

X 

c=0,5772186... , 

à  des  limites  constantes. 

Le  signe  supérieur  de  /(db{x)  a  lieu  pour  x^i ,  le  signe  infé- 
rieur pour  a;>  1 . 

se 

!•  Dans/t«tf«— /  —,  faites  x^ssay ,  on  aura 

0 

1 


(  390  ) 
2»  Pesons  dans  («)  y  =»  e^* ,  alors  il  vienl 


»/    la — z  ^    IcL — Z 

3**  Pour  a=c",  a=e"^;  celle-ci  devient  : 

00 

li.a^li{e-)  =  e-  r^^^.  (/) 

0 

00 

0         * 
4*  Pour  z  «=s  MX  ,  celles-ci  se  changent  en  : 

00 


1+ 

0         ^ 


(v) 


tandis  que  l'on  a  en  série 


u  ,  ,      tt*     .    .        m' 


/i(e»)-c+/u  +  -j-+i.  -^  +  i.  -^^4-  eic. 


«..«*..  M^ 


(Çi 


Gela  posé,  résolvons  quelques  problèmes. 

1"  Problème. 
Chercher  la  valeur  de  diacune  des  intégrales  : 

fuf^'^e-^Hi{e)du  , /u'^^<r-Wi(e")dtt  , ^ e-'^li{é^)du. 
'o  *o  *o 

Solution.  On  a  : 

CD 

er^dx 


t/  l-T-X 


(391  ) 
Multiplions  par  t*'*-*^"""^^ ,  et  intégrons  entre  0  et  oo  ,  on  a 

00  CD 

(126)     A'^'  c-«»/i(c»)cfu  =fu'''U-^'^^)^dur^^^. 

0  0  0 

00  00 


00 


•/  1  —  X      (tf — 1  +xf  ' 


>1 


00 

dx 


=r(A*/^i_x)(«_n-xV   ''^^ 


Corollaire  1.  Soit  «=1;  on  a  : 

0  0  * 

Mais  à  cause  de  la  formule  (58)^  2""*  livre, 

«/     1— X  tga*  '       ^    — 

0  ^ 

il  vient  : 

CD 

(127)        /ttA'->^"/f(e»Wtt=— ^^,.     1>^>0 
J  ^  '  ig(^)        =    ^ 

Corollaire  2.  Soient  «=2,  m^'I»  o°  trouve  : 

00  «0 


/~*'^'(^°>'^"'=/(i-xXl+»)' 


00 


1— X'' 


0 

00 


/z^—^dz  ^ 

— — J-,  pour  x^Vz; 


0 

=  0  ,     d'après  \^. 


(  392  ) 
2"*  Problème. 

Chercher  la  valeur  de  chacune  des  intégrales  : 

00  00  OD 

0  0  0 

00  OO  00 

r€r'^li{e-'')du  yju-^e-^li{€r^)du ,   re-^''*li[er^*)du. 
'o  0  0 

Solution.  Multiplions  les  deux  membres  de 

00 

par  uf^^er^du ,  el  intégrons  entre  0  et  oo ,  il  vient  r 

.00  OO  00 

Aif^^r^^li{e-^)du^—fuf^'e'(''^^y^dufl^ 

0  0  0  *  * 

00  00 


0  '       0 


^    1  +  a:  '(«+1+X)'"     *^~' 


0 

Corollaire  i.  Soit  a=— 1,  on  a  : 


0 

00 


./       1 4-x     ' 


sm  (f«T)  ^     ' 

Corollaire  2.  On  peut  donner  à  (128)   une  forme  un  peu 


(  393  ) 

î  1 

différente^  en  posante =z,X"a  —  — i,   alors  on  obtient: 

1  ~j~X  * 


oo 


0 


ytt^ie-««/i(e-»)dM  —  r(itfc)/" — 


1    ^(«  +  7)^ 

z 

1 

Ciirollaire  3.  Pour  a=0,  celle-ci  donne 

yi^»  H  {(r^)du  =  — .  (loi) 

0  '* 

Pour  fi=s\ ,  la  même  donne 
.0  1 

J  ^     '        J  ««4.1' 

0  0         ' 

«-i^.     a>-\  (152) 

Pour  jct=^,  la  même  conduit  à  : 

X 

i  '^  Kz(1  +az) 

soit  z  '=>  X' ,  on  a  : 

cfx 


ru-*tr'°li(e-')du==r(,^yr. 


0  0  »^l+«a:' 


!•  Soit  «>0,  on  a  : 
/»      </x  1 


J  yl-l-ax*       va     ^  a^     ^'     ' 


Vu.' 


1 


/^/ÏT^  =i:ê=  t  '  (^ +\/h|)  - '(\/|)  !> 


=J7^/l^^«+^^l+«^.  Donc  : 

fu-^e-'" li(e-')du  =  ?1-^  / [l^  +  ^/^+I ]  ;      «> 0 


,nte 


TOME  7.    4       PART.  50 


(  39^  ) 
remplaçons  u  par  u*,  on  a  : 

fe-'m[e-^')du  =— \/-  /(t^"^  +  »^  lT«  ) ,      «>©     (IÎ3) 

0 

S""  Soit  a<Oy  on  trouvera,  par  des  procédés  semblables  : 

CD  ^^_ 

y*e««'K(e-»*)du  =  — \/-21  .arcsin|/«,        «<i.  (134) 

0  

Corollaire  4.  Pesons  dans  (132),  a=o+6|/  — 1  ,  en  obser- 
vant que  /(o4-6»^^)=3/(a'+6«)  +  1^^  aretg-,  il  vient, 

a 

en  séparant  les  termes  réels  et  imaginaires  : 

o/K(l-j-o)+6»  -f  6arctg 


yW-cos6u/t(Orf*'= ^,^'ft, ^^■^^,  («33) 

0 

6/l/(l+a)'  +  6«-aarctg-i- 
/«-«>  sin  6ti  K  (c-«)dM  =  — ^,  ,  ^. —.  (136) 

0 

Pour  0  =  0,  celles-ci  deviennent: 
y*cos 6t* li{r^)du  —^Î:^,  ysin  bu li{r^)du^-  i^il±^  . 

0  0 

Voyez  sur  celte  matière  louvrage  de  M.  Schl5milch  ( Beiiràit 
sur  Théo,  bestim.  Inleg.  léna ,  1843,  p.  70,  etc.) 


FIN    DU   QLATItlKME    LIVHR. 


V""  LIVRE 


bUCTION  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES  MULTIPLES. 


Il  s'agira  dans  ce  livre  de  la  réduction  des  intégrales  multiples  en 
égrales  simples  ou  doubles ,  dans  les  cas  où  les  limites  des  inté- 
iles  sont  constantes  ou  bien  variables ,  et  données  par  une  équa- 
n  de  condition. 

RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES  MULTIPLES  A  LIMITES  CONSTANTES. 

PROBLÈME    FONDAMENTAL. 

Soient  Ux,  Uy,  u,,  etc.,   Vx,  Vy,  v, ,  etc.   respectivement  des 

y^ions  de  x^  de  j^  de  i,  etc.  u»  une  cotistante ,  soient  de  plus 

u«u«4-Ux  +  Uy+u.  +  etc.,         (1) 

V  — Vx*Vy.V....  ,  l2) 

M  une  quantité  positive;  on  demande  de  réduire  en  une  inté^ 
aie  simple,  l'intégrale  multiple 

Solution.  Comme  on  a  : 


co 


^/«-l<,-»t(//_. 


Tifi) 


u"    ' 


00 


aura  :  \  ->  7— r  fi^^er^'^dt. 


0 


(  396  ) 
Substituons  cette  valeur  dans  (3)  ;  on  aura  *. 

S«n  JL  Ctf^^e-^'Htr  f  /?..  vdxdydz.  ...  (a) 

^\f^K  "^  «^  '^ 

0  a       y       t 

Si  nous  mettons  ici  pour  u  et  v ,  respectiventent  leurs  valeurs 
(1)  et  (2)^  réquation  [a)  devient  : 

00  P      i     ^ 

TUrJ^  ^-r    -r,-r    -r      UtJ  J  J  ..v^VjV,..dxdydz, 

00  P  ^  n 

=''-^fi^^'e-''^'dtfv,e'^dt^^^  (B) 

Les  intégrales  étant  séparées ,  supposons  que  chacune  puisse 
se  déterminer  par  les  méthodes  connues ,  et  que  Ton  ait  en  par- 
ticulier : 

p  i  VI 

fv^e^'^dx^f[l)  ,Jvje'-'^dy=y\i[t),fv,B^^dz  =  x\^  ,  etc. 

a  y  g 

l'équation  (fi)  deviendra  : 

00 

L'on  voit  que  cette  méthode  générale  de  réduction  se  rattache, 
quant  au  fond,  à  la  seconde  méthode  de  Cauchy  pour  la  déter- 
mination des  intégrales  définies.  Appliquons  le  procédé  suivi  dans 
la  solution  du  problème  fondamental  à  quelques  cas  particuliers 
très-généraux  dans  leur  espèce. 

1*'  Problème. 
Réduire  Vintégrcde  multiple 


Oi       to       fO 


S=   /    /    / H^ ; -jr-dxdydz...        H 

0    0    0  (k+^+fiy  +  yz  +  ...^ 

Solution.  On  a  ici  : 


(  397  ) 
l*où  Ton  tire  : 


00 

i 


l*-|-«K+/3î/+/z-f.-./*      rOc4)^j 


En  substituant  cette  expression  dans  l'intégrale  proposée  {x) , 
on  obtient  y  en  séparant  les  variables  : 


00  00 


s  -  -p  /ï''-^e-**rfty*x'»-^e-(»+"')*rfx 


*  '  0  0 


OD  00 


fy^-'e-^^+P'^^dyf2P-'e-^^'+''^dz... 


0 

Mais  on  a  : 

00 


0 
00 


y  (c+vO'  ' 

etc.,  etc. 

par  là  réquation  précédente  devient  : 

r(m)r(n)r(p)...   r"  f-^er^dt  ^. 

l'''  Corollaire. 

Si  la  formule  (4)  ne  contenait  que  la  seule  variable  x ,  elle 
se  réduirait  à  : 

J  [k+axf  r(/x)J    (a-^-atr'  ^^ 

Changeons  dans  cette  dernière  i  en  x,  et  posons  a  =  \y  k'^i, 
^lle  deviendra  : 

J»  -    _  __  .      -  00 

x'^^dx 


/'x'^-^dx    ^^T(m)    r  xf^ 


r-*. 


(  398  ) 
Differentions  celle-ci  par  rapport  à  tn ,  on  aura  : 


»  co 


J    [\  +axT  ~  r(/i)J  (1  +«xr  '^  i  +CCX  ^"^  ^" 


0      '    ■       '  "  '  0 

dV{m) 


dm       r 


xl^^dx   _. 
—e~*. 


Mais  on  a  [iv*  liv.,  form.  (48)]  : 

0 

donc  : 

(6)         fôi^^lxdx  __  r(m)  /"V-Vj  1 

CO 


^^'  0  0     ^     '        ' 


2"*  Corollaire. 


Faites,  dans  la  form.  (4),  a=6==G  — ...=0,  vousaurei: 


oo      co      oo 


/■  /*  /*  a:»->«»-»zP-*...         ^   j  j 


00 


r(m)r(n)r(p)...  /   <^'c-"d< 

r(yn)r(n)r(p)...     IV— Ht— n— p...)  jj 


o'"  Corollaire. 

On  peut  donner  à  la  formule  (7)  une  forme  un  peu  plus  gen^ 
raie  y  en  introduisant  à  la  place  des  variables  primitives  x,  y,  ^r'^ 


(  399  ) 
es  nouvelles  variables  |,if,Ç,...,   liées  aux  premières  par  les 
tjualions  «  — $^  y  — «f',  z  — ?',... 

)n  obtiendra  par  là  : 


00       00       co 


C    C    r  a^^lyn-l^I^l  ...  .      .    _, 


)      0      0 

00    00    co 


Posons  dans  cette  équation 

m — --,  w-»-.,  p  — -,  «-0%  ^-6',  y  — c-, 
ç  r  « 

l  — 1  j  remplaçons  ensuite  ^,  if ,  Ç, ...  ^   par  x,  y,  z,  ...  ,  puis 
^tons  les  accents  y  il  viendra  : 

JSP    ^    JSI^ 

r(^)r(!L)r(£)... 
-—  rftf ~       } 


4""*  Corollaire. 


Pesons  dans  la  for  m.  (4)  A<=0;  on  aura  : 

flO         00         QO 

^    0     0       (^+%  +  >^+-/ 

r(w)r(n)r(p)...    /°  tf^^iit 


I...    / 


Ici  l'intégration  indiquée  dans  le  second  membre  pourra  s'effec- 
I.  uer  \  en  effet ,  si  Ton  décompose  la  fonction  rationnelle 

1 

s — i — vn,/i,  ■  n.^n,    I — rs — •  ^"  fractions  simples,  on  aura  une 


(  400  ) 
suite  d'intégrales  à  déterininer  de  la  fonncy       ,  ..  .^  -  Mais  eo 


^    (ff+fO^ 


posant  ;— jX;  cette  intégrale  devient  : 


y 


'x^-Vx        rA)r(.'/ — \\ 


0    (Ha:/  r^io 


5"'   CoROLLAinE. 


Si  dans  Téquation  (4)  fi^  m,n,  p,...  sont  des  nombres  en- 
tiers et  positifs,  on  pourra  effectuer  l'intégration  indiquée  dans  le 


second  membre.  Car  alors  Tintég.  /  • 


^^t  ^^mt 


^    ^a+«r)-(6+^rj-(c+7^/... 


se  décompose  en  une  suite  d'intégrales  de  la  forme 

—  e-^^ ;  ou,  en  posante — i=A,  y=^®>   C"  ""^  suite 

0    ^^       ' 
d'intégrales  de  la  forme 

oo 


./ 


,— kt 


l&+0°'*'^ 


qui  se  déterminent  par  le  procédé  de  la  form.  (41)  du  u~*  liv. 

2™'  Problème. 
Réduire  l'intégrale  multiple 

CO        00         GO  K'~  )K )^("7)'-« 

0      0      0 

Solution.  On  a,  par  la  form.  (09)  du  iv™'  liv.  : 

00 

//(  -  )  «r«  cos  6xc/«  = -Î-— y  [  {  n/y + 6') + ft  •  arc  tg  -  +  ac  ] , 

0 

c  =0,577... 
Pour  6=»0,  il  vient  : 

00 


//(i)6-«'rfx«îîî±^.  (a) 

^      X  a 

0 


(  *o*  ) 

nme  on  a  de  plus  : 

CD 

tient  d'abord  : 

T) 

0  0 


{&) 


L/'-^e-*'</./4)e— rfx 


OO  00 


0         ^  0 

s  à  cause  de  la  form.  («),  on  a  : 

fit  0t 

etc.  etc.  etc.  etc. 

substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (y)^  on  obtient  : 

____y;^--"ïd/e--^(a+/0(6+ft)(c+ft)...  (9) 

is  les   problèmes  précédents  on   a  basé  la  réduction  des 
siles  multiples  sur  la  proprfété  des  fonctions  gamma 


/« 


OO 


a^   ' 


0 

u  aussi  ^  dans  le  même  but ,  se  servir  de  la  formule  de  Fou- 
10^,  liv.  nr%  pour  «=0,  P=»oo,  savoir  : 


OO  00 


f(a;)=  —  /  J cosa{x  —  fi){(ji)dadfi. 

0       0 

problème  suivant^  traité  par  Gauchy  {Journal  de  l'Ecole 
)hniquey  cah.  19),  montrera  Fusage  de  cette  méthode. 


,»no 


TOBIE  7.   5      PART.  51 


(  *o^i  ) 


o"*  Problème. 


Réduire  Vintégrak  multiple 


00  00 


S—   /      /...  f(a*-{-j3'+--*)cosaaci)sb/3 ...  ditd/9...        («) 

—  OO      flO 

n  étant  le  nombre  des  variables  ay  fi, ... 
Solution.  On  a  par  la  formule  citée  de  Fourier  : 


00       «o 


f(x)-  ly ycos «(X— itt)  {(fit)  dcL  ifL.    {&) 

^  0      0 

Soient  «  ~  6%  /e£«.r%  les  limites  des  deux  int^rales  ne  chan- 
geront pas  y  et  l'équation  (/9)  devient  : 

00        00 

f(a;)  —  ^ffcos  (e')(x— t')  f(r»)  ede  rdr.      (/) 
^  0     0 
Soit  X  — a' -|-j3»  -}-,., ,  celle-ci  devient  : 

00        00 

f(«.  4.  /3>+...)  =-  y^ /cos(e')(«'H-/3'+...— T»)f(T*)edaTdr.  (J) 

0    '0 
£n  substituant  cette  valeur  dans  {a),  on  obtient  : 

00         00        00      00 

S  =  — /      /•••/     /cos(o«X^»-{-/3'4--.. — r')cos(wcos6/3.. 
— «  — 00  0    0  rfrtd/3...fr>*f*t 

=  à  la  partie  réelle  de 

if  yi..y*y>("'+'^+-"-^')'^^cosff«cos06-..f^^^^ 

— -flO    —00  0     0  erfôT.'V. 

=  à  la  partie  réelle  de 

.i-.9E>  00 

'0     0 


(  403  ) 
s  on  a,  par  la  form.  (86)  du  iv"*  liv.  : 

a 
m  développant  les  exponentielles  e  *        ,  e^ 


oo 


^        *  cos  bxdx 


+  ^/_l  A**'  '^-^sin  ôoîdx  -= 


•00 


\/^  ^ë*^^^     ^  «1/— :V/^    "ïî*^""^-  ^ 

V-c    ^^        cos— 4-K  — iV  — "C       •         s'^T  ; 
a  4  a  4 

l'on  lire,  à  cause  de  cos-t-ssI/^»»  sin-r  , 

4  4 

cos  6âprfx  =  à  la  partie  réelle  de 


a  donc,  d'après  cette  formule  : 

*cos  aadtf  «V -T  • --''- «  ' 

cos b/kl fi  =iy  —■  .  — : e    *  y 

etc.  etc. 

substituant  ces  valeurs  dans  (c),  et  en  considérant  que  le 
re  des  variables  a,  0,  etc.,  est  n,  on  obtient  : 

à  la  partie  réelle  de 

0    0 

à  la  partie  réelle  de 


(  404  ) 
Mais  on  a  : 

donc:  >/_,sin^)--e*         ; 

S  =  à  la  partie  réelle  de 

0    0  ' 

=:  à  la  partie  réelle  de 

0     0 

Donc,  en  développant  ici  rexponentielie ,  on  a,  en  rejetant 
la  partie  imaginaire  du  développement  : 


••__-      co    co 


0    0 

Cette  formule  fait  dépendre ,  comme  Ton  voit ,  Tintégrale  mul- 
tiple proposée  d'une  intégrale  double.  Cependant  lorsque  n  est 
impair^  on  peut,  ainsi  que  nous  le  ferons  voir  maintenant, 
pousser  la  réduction  plus  loin.  En  effet ,  la  form.  (y)^  en  posant 
5= a' +  **+•••  ^  peut  s'écrire  : 
S  =  à  la  partie  réelle  de 

^-5  K2       »J  ^  • 


Mais  on  a  ,  par  la  form.  (55)  du  2"*  liv.  : 

•_(aa^+i)t/rri 

'ia 


•_(aa^+_)t/rri  ."-  — 


.GO 


En  différentiant  n  fois  de  suite  les  deux  membres  de  ctU 
formule  on  obtient  : 


^f --(aa;«+-)/^l  dx  ^xJ^       \—V—{       rf'e^" 


(  405  ) 

(n-fl)n(n-i)(n-2)       1      y  ,       \ 

Donc,  à  cause  de  n  impair,  si  nous  posons  n  —  l-»2n', 
— — --=n',  si  nous  fesons  de  plus  a=(*,*=T>  °"  ^"""^  ' 


•     d[-r 


^    i       \  1— t/=ï         d»'.e 


5^   • 


rj/2     {-\fy-\y  _1_^   . 

n — 1  n— 1  

par  conséquent  la  form.  (^)  devient  : 
S  =  à  la  partie  réelle  de 

n— 1 

n— 1 


w— 1 

Mais  on  a  : 
=5— =cos-; — V — lsin-T-"=»e    *         i 


|/2 


n— ï  (n— 1)«, 

2       -.(_J_)8«e       * 


I  9  /  *         \     «  il 


e  )  i j  -  «oe        -  > 


1/^=1  1^-1 


(  40G  ) 
donc  :     S  »>  à  la  partie  réelle  de 

n— 1 


n-l        n-l 


2 


.-T^^7^<:ri 


Si  Ton  développe  rexponentielle ,  et  quon  supprime  la  prtie 
imaginaire,  on  a  : 

n— 1 


•  OO 


ds' 


n— 1 


(— 1)  *  2^'t  *    -^j^ycosal/sfl^V*.  (H) 


(_i)   2   ^i^  2   l—.J^e^^''^-'({a^)da.  [M) 


o         "~*0O 


Dans  le  cas  particulier  où  Ton  aurait  n=3y  la  formule  (11) 
donnerait  : 


00  CO  00 


s»  /       /       A(a'4-/3»+y')cosaacos6/3cosr/da(ft5dy 


— CO     — flO     —"00 

CO 


-4»-^  /cos|/s«f(«')rf«,  (13) 


00 

00 


—  irj  — siuV^a  •  f(«')dtf  , 


CO 


(<*) 


(  *07  ) 

L*équation  (13)  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

«>  ^     

00 

Corollaire  1. 

Supposons  que  dans  la  form.  (16)^  otyfi^y  représentent  des 
coordonnées  rectangulaires,   et  qu'on  veuille  changer  celles-ci 
en  polaires  p^q^r^  on  devra  recourir  aux  équations  : 
(a)  a^^rcosp,  p=rsinpcosqy  ysarsinpsing, 


OO  00  cô 


en  substituant  aux  limites  aa|  ,    ^a|  ,     y»|  , 


^—00  "-"00  —00 

w  2«  05 


respectivement  les  limites  p  =  |,gf=|,r=-|  . 

0  0  0 

Il  faudra  de  plus  déduire  des  équations  {a)  y  les  valeurs  de 
daydfi,dyy  en  se  conformant  aux  règles  qui  ont  été  données 
dans  le  1"  livre  pour  le  changement  des  variables  dans  les  inté- 
grales multiples.  A  cet  effet  différentions  les  relations  : 
U)  1"  Par  rapport  à  a,  alors  ^,  y  devront  être  considérés  comme 
constants  et  Ton  aura  : 

cte=drcos/)— rsinpefp,  (/3) 

0=ifrsinpcos9-{-rcos/)COS9c//)  —  rsinpsin9cf7y  (y) 

O=:drs\nps\nq'\'rcospsinqdp'j;-rs\npcosqdq.  (/) 

Les  équations  (/)  et  (S)  donnent  par  lelimination  : 

rcosp  , 
(/ç=0,  dr=—  dp; 

en  substituant  ces  valeurs  dans  (/S),  on  obtient  : 

rfa= : — .  (f) 

smp 

^'^  Différentions  ensuite  par  rapport  à  fi,  alors  /  sera  cons- 
tant et  Ion  aura  : 

f//9= c/r  si  njp  cos  q  —  r  sinp  sin  qdq , 
0=>(/rsin/)sin7  -j-  r  sin p  cob  qdq  ; 


(  408  ) 

la  derniùre  donne    dr=^ r-^-^  ;  el  par  suite  la  première 

sinq  "^  '^ 

fournit  : 

rsin»  ,  ,. 

sm  g  ^ 

3"*  La  troisième  différentiation  devant  s'effectuer  par  rapport  i 
y  ^  p  et  9  seront  constants  y  et  Ton  aura  : 

d/  s=3  dr  sin  p  sin  q.  («) 

Les  équations  {s)^  {}f)y  (o),  donnent  par  la  multiplication  : 

dadfi  d'i  tss  r'  sin  pdp  dq  dr.  (^ 

Si  nous  substituons  les  valeurs  {a)  et  [&)  dans  Téqualion  (16), 
nous  obtenons  : 


QO  OO  CD 


S-/*  f  yf(*'+P'  +  V)e<'«+*''+*^)'^^d«<farf/ 


—  QO      ^— OO      -^CO 


=  f  r  rr^{lr^)ir^^^^^^'^^^'^^^^^^'^^^^^^^^^^^^s\npd 


0    0    0 

00 


_  J!^=L_  /Ia(»*+*H-c«)'«'^-if(««)rf«.  (171 


•00 


Celle  formule,  pour  6=0,  c=0,  donnant 

.•ri 
0    0  0  ®        —  00  f^tf^)(4j, 

ou  : 

«»  •  • 
00  00 


T/r-  f(r') /""""■^''-'sin  pdp  rfr/rfç=_2£3y*^-«' 


0    0  ^'       0 

on  a  aussi  : 

00  ^_^ 

S.y /)•'  f(rO  c'<'»'+i'-l-c')'co»i)'^-l  sinpdSprfr 

=_    ^"^^^       /lx-'+»'+«')-«  «^^fl-Orfa;  (18) 


(  409  ) 
par  suite  Téquation  (17)  pourra  être  remplacée  par  la  suivante  : 


«       2ir    ^ 


0      0       0  it       ^ 


0      0 


oo 


0     0 


Si  pour  abréger  on  pose  /r» f(r») i^^'^'^^dr  =  F(»w)  ,  (20) 

0 
la  formule  (19)  prendra  la  forme  suivante  : 

/    /F(aco8p+  6sinj9cos9-{-csinpsin9)sinpd/)d9 

=  2« /f[(o'4-  6'+  c')ycos/j]sinpd/).        (21) 

'o 
Celle  relation  est  due  à  Poisson. 

Corollaire  2. 

Si  dans  la  form.  (IG)  on  pose 

«=»/Â-«',  i3=ï/B.)3',  •/  =  kir./, 

_  a' 6^ €[_ 

"""Pt'   ""i/b'  '~^/c' 

on  trouve,  en  supprimant  les  accents  : 

oo  oo  00  ^___^ 

I/a^bTj/"     /"    /f(A«^  +  B0'+C/')e(^"+*^+'^)*^^^c/«rf/3i/ 

=— =====     I  ae   ^      ^ .     ^  {[^X^d^yia. 

^    A^B^C    —  (22) 

On  lire  de  celle-ci,  en  introduisant  les  coordonnées  polaires,  et 
en  ayant  égard  à  la  notation  (20)  : 

C  Cv\      «cosp4-ftsinpcosqf-j- C5inpsin7       ) 
0      0        ^  (^  cos'/)+B  sin'pcos'g-f-  C  sin'p  sin^g)^  / 


(Acos'/J-|*  Bsin*/)cos*ç  -}-  Csin"psin"y)* 

TOMh  7.    5""*  PART.  k> 


(  *io  ) 

Si  la  fonction  F^^l,  celte  formule  devient  : 


«     2ic 


•^  •^    (Acos*p+Bsin'pcos*ç  +  Csin»/)sin'gr      I^ABC 


Corollaire  5. 


L  équation   (10),  pour  w  =  2,  donne  : 
I       /f(«* + i9*)  cos  aa  cos  b&  da  (ffi 


•00     — co  co      05 


0     0 

co       00 


Soient  e*  =  — ,  T"  =  /tct?,  eV*«t',  erfe= — — Î--,  2rdT=a*, 

—  = -,        rdr  =^ -— ,    la    formule   précédente  de- 

viendra  : 

oo  co  00      00 

J  y  1^'  +  •^')  cos  ax  cos 6/5rftf rfi3  =yy  sin(t;+  ^  "^    /et)f(^t?>fjci(/r, 


— 00  — 00  0    0 

00         00 


=  /  J  [  sin  f  cosf  — ^-T — ^)  -J-  cos vsm (  — - — yL\  ]  {{fiv)dfjuli 


0      0 

00      00 


■"  2  /  J  shw  cos  — ^j^ —  /cA  î{f/v)fffLiv.  (23) 

0     0 

Ces  deux  derniers  seconds  membres  sont  égaux  ,  puisque  clia- 
cune  des  deux  intégrales  doubles  de  Tavant-dernier  second  membre 
est  équivalente  à  Fintégrale  double 

J  J  sin       [         cos  ^— ~-^  f(a^)  f/«'//3. 

0     0  ^  ^ 


(411   ) 
B-  RÉDUCTION  DES  INTÉGRALRS  MULTIPLES  A  LIMITES  VARIABLES 

ASSUJETTIES  A  UNE   ÉQUATION   OE  CONDITION. 

Lorsque  les  limites  des  intégrations  sont  variables ,  le  moyen  le 
plus  puissant  pour  la  réduction  des  intégrales  multiples  consiste  à 
rendre  les  limites  constantes  ;  car  alors  l'inversion  dans  Tordre  des 
int^rations  étant  permise,  on  pourra,  par  ce  moyen,  exécuter  une 
ou  plusieurs  des  intégrations  indiquées.  Or ,  suivant  la  méthode 
de  M.  Lejeune-Dirichlet,  on  parvient  à  rendre  les  limites  des  inté- 
grales constantes  par  l'introduction  du  facteur  de  discontinuité  P. 
En  effet,  soit,  comme  nous  avons  vu  dans  le  1"'  livre  , 

*>f(x,y,  ...)>'^,        («) 
l'équation   de  condition  à  laquelle  devront  satisfaire  les  limites 

variables  x,y,  ...  de  l'intégrale  multiple 

s  =■//...  9(x,  y,  ...)dxdy  ^        (5) 

0  0 

il  est  clair  que  si  l'on  trouve  un  facteur  P  tel  qu'on  ait 

P=:l  ^  pour  les  valeurs  de  x,y,...  satisfesant  à  la  condition  (a), 
et  P=0,  pour  toutes  les  valeurs  de  ces  mêmes  variables  situées 
en-dehors  de  l'intervalle  compris  entre  X:  et  A ,  on  pourra  substi- 
tuer à  l'intégrale  multiple  {fi) ,  la  suivante  : 

S=/y*  .f(x,y,  ...Mxrfy...xP  , 

0    0 

dont  les  limites  sont  constantes. 

Ainsi  toute  la  diflieulté  est  réduite  à  trouver  le  facteur  P  jouis- 
sant des  conditions  énoncées. 

A  cet  effet,  soit 

f(x,y, ...)  —  (T,         (y) 
on  aura,  par  la  form.  (III),  du  o"*  livre  , 

GO  * 

f  ((t)  sa  —  /  cos  cr  udu   /f (0  cos  Mtdt ,     *<er<A , 
0  \ 

00  ^ 

0 ^1,  r cos <r udu  j[[t)cosutdt;     k^X^cr  ou  (r>A>A, 

0  X 

d'où  il  suit  que  l'expression 

co  ^ 

2 


«f(<rl 


/  coso-tidu  /  f  [t)  cos  utdt 


(  4«2  ) 
sera  égale  à  Tunité ,   quand  on  aura  A^o-^A,  et  sera  nulle, 
pour  les  valeurs  de  x^j/,  etc.,  qui  ne  satisfont  pas  à  la  condition 
précédente.  On  a  donc,  pour  le  facteur  cherché 

00  * 

^  '  T{(<r)J  J  (  0  si  <r<A  ou«r>i. 

Ce  facteur  général  se  réduit  à  une  intégrale  simple,  quand  on  a 

A::=0,  »=1  ,  f{<r)  =  l,  par  suite  f(0=t  ; 

car  alors  on  a  :  i 

sxïïMt      C  .       sin« 

0 
cl  par  conséquent  le  facteur  P  prend  la  forme  plus  simple 

2   rs\ïïu  .        (   1  pour  (r<l  , 

(II).      P=  -  / cos<rt«dii=  \   ^^  ^' 

^    ^  'ft/      u  (0  pour  <r>i. 

iVous  allons  donner  des  exemples   de  Réductions   basées  sur 
Tun  et  Tnutre  facteur,  en  commençant  par  remploi  du  facteur  (II). 


PROBLÈMES  POUR  LA  PJÈDDCTION  DES  INTÉGRALES  MULTIPLES 

BASlE  SUR  L*EIPLOI   OU  FilCTEUR   (II). 
1"    PuOBLÈâlE. 

Changer  l'intégrale  multiple 

S  =  //...F(x,y...)dxdy,..  , 

dont  les  limites  des  intégrations  sont  assujetties  à  réquaim  ^^ 
condition  o-  =  x  +  y-|-  ...  <C  *  , 

en  une  autre  dont  les  limites  soient  0  et  co . 
Solution.  Le  facteur  (II)  devient  ici  : 

P=  — /  ' cos(x-f  v+  ..)udu  , 

0 

par  conséquent  on  a  : 

•9     00  00, 

S=--JJ...F{x,y..)dxdy...x/^^cos[x+y+...)udH.  (Î6) 
''o   0  *o 


(  *15  ) 

Mais  comme  on  a  : 

cos(x  +  y+  ...)t«  =  à  la  partie  réelle  de  e''<^+y+ •^*^""^ 
n  peut  écrire  aussi  : 
•  s  à  la  partie  réelle  de 


CD     00  OO 


i  ff...  F{x,y...)dxdy...  yf^  e«('+î'+ •••)^»rf«.       (27) 

s*"*  Problème. 

Réduire  l'intégrale  multiple 

S  =  //. . .  x™-^'^-^ . •  e-«(*+y+">dxdy. . . , 
(T  =  x  +  y-t-... -<!. 

Solution.  On  a  ici  F(x,y,...)  =  3;™-^*y'*-^..  c""^-«3^— •;  on  a 
lonc,  par  la  form.  (27)  : 

S  "»  à  la  partie  réelle  de 

ic»/  t/  ./        U 

0    0  0 

=  à  la  partie  réelle  de 

"o  0  0 

=  à  la  partie  réelle  de 

2   r^nu  r(m) F(n) 

=>  à  la  partie  réelle  de 

-  I  {m)l  (n). . .  / .  L-^ ^ r/w.  {«) 

Soit  wi4- w-|- ..•=^>  on  aura   : 

( — n )  "»( 1^— *-T-i — r)  =»«(cosrî>  — 
V — Ism/f),  ç-s p,  çcosf  =«  — ; — ,  çsinf—  —-i — -, 


(414) 

II 

!>-">arctg  —  ;  donc  [a) ,  en  rejetant  la  partie  imaginaire ,  devient  : 


a 

CD 


o       2_,   ^^    ^       /^sinii  . 

o  =  — r(iM)r(n)...  /  ç^cos  if  du, 


00.  cosf(arclg— ) 


-  r(»w)  L(«)  ■J-^  du j-~  ■  l28) 


2 


(a'+u') 

Remarque.  L'équation  (28)  peut  se  mettre  sous  une  forme  plus 
simple.  En  effets  dans  le  cas  où  l'on  suppose  que  les  variables 

Xjify...  se  réduisent  à  une  seule ,  savoir  x^l ,  la  formule  précé- 
dente donnera  : 

/i  2r(iw^   /sinu  ^^^'''(arctg^) 

0  '    ^      *'        ia^+u^r" 

d'où  l'on  déduit  : 

00.      cosm(arctg— )  ^ 


r/^ 


e'~^dx. 


Done^  en  changeant  m  en  (,  on  a  : 
^     «.       cosnarctg— )  \ 

par  suite  Icqualion  (28)  devient  ; 

S  =ff...  x^^-y-^.. e-«(*tyt..)elxdî/... 

1 

Corollaire. 

Pour  a=-0,  on  a  arclg — —5'^ ,   par  suite  l'équation  (281 
donnera  :  1 

Hm-f-M-j-...)^ 


(41ÎJ) 
r(m)r(n)... 


(m-(.u+...)l\m+n4-...)  ' 

r(w)r(n)... 


r(l+i»+n+,..)* 


(29) 


11 


PROBLÈMES  POUR  LA  RÉDDCTION  DES  INTÉGRALES  MULTIPLES 

BASÉE  SUR  L'EIPLOI   OU   FACTEUR   (I). 

I*'  Problème. 
«,/3,...  étant  des  nombres  positifs  y  réduire  l'intégrale  multiple 

en  supposant  que  les  intégrations  se  rapportent  aux  valeurs  jtosi- 
tives  rfe  x,y,...  qui  satisfont  à  la  condition 

k>x  +  y-}-  ...  >A. 
Solution.  Soîl  o'=x-[-j/-]-...,  on  aura, 

00  "* 


p  — /  cos  (T  udu  /  F(/)  cos  utdt , 


1» 

^  '  0  A 


CD  ^___  J^ 

î_  /e-'" ^-^du /f(/) cos uldl ; 


F(<r) 


donc  : 

00       oo 


S=ff...  x'^-y-' ...  e-^'^+Py+'"^dxdy...h\tT)XP  , 


0     0 

00     co 


-JX^x"^^'  î,"-\ . .  e-("^+''y+-Wy. .. 


0     0 


00  ^^_  * 

—  /  e  ""  '"   ""  ^  rf«  y  F(^)  cos  utdt , 


oo  00  ""* 


^L  fv(()dt  /cos <^/rfw 

'X  —00 

'o     0 


(  ^ic  ) 

*  CD 

1  f¥{t)it  Ccos utdîi 


X  —00 


OO  QO 


/x'"-^-<"+"'^)*rfr//"^-<''+'"^-')'rfj,... 


0  0 

r(»i)  r(n) 


=  -jF{t)dtJcos  utdu 


* 

cos  utdu 


2"**  Problême. 
Réduire  l'intégrale  multiple 

/e$  intégrations  se  rapportant  aux  valeurs  positives  de  x,y;..< 
qui  satisfont  à  la  condition 

k>x-{-y+  ...>x. 

Solution,  Posons  dans  la  form.  (30), 

az=zafa^  /3  =  ô'»,  etc.,  ti»*V6), 
on  aura ,  on  omeltanl  les  accents ,  et  en  remplaçant   S  par  sa 
valeur  : 


^  rwn).yr^^^^^^y> 


00 

dv 


COS  CùtC 


^mtni...-i 


Multiplions  les  deux  membres  par  w"^*-  -^e-^ci»,  puis  inté- 
grons entre  les  limites  0  et  oo ,  on  aura  : 


00 


ff. .  .x"""'  if~^ . . .  F{(T)dxdij. . .  /L">+°+--»c-(»+««+^y+-)"ji,= 

r(»or(„)../;      y*  "    do /Lg. 

/  t(t]dt/ — = — := —  .  / e     rfccos»!  ; 


(417) 
OU  bien  : 

,      -..  V  .    .  r(m4-n  +  ,,.) 

d'où  : 

r(m+„+...)//...  (,+^^^y+...3»t.t...  « 

r(m)r(«)...     /"„,,dt  Z''     dv  i 


'/</ 


^V^)-(/8+tV^)' 


/ 


Mais  on  a,  par  la  form.  (157)  du  iir*  livre  , 


dv  1  1 


l«(I).+«.   («+«V/-1)-     (^4.e|/_l)' 


(«+7)"    (/S-h-)"  ^    ^  ^      ^  ^ 

par  conséquent  l'équation  précédente  devient  : 

yy      x°^'y°-'...  F(x+y4-...)<fady...  __ 

(9+«x-J-/3y4- ...^♦"♦- 


r('«)r(n)...    /?  <"*°*"-^  ,- . V 

t'(»i+n+...)^    ^^(e +«{)"(« 4-/3^)"...  *        ^ 

Corollaire  1. 

Pesons   dans    cette    dernière    formule ,    a  =»  /s  =  etc.  «  0 , 
Ss=0,  Ak:0  ,  on  obtient  : 

/y...ac»-»y»-»...F(x+y+...)«it<fy...  = 


r(»j)r(n)... 


k 


■^^^-u/*'(^) '"*"*■■■"'*•       (32) 

#1  ~|*  •  •  •  )^^ 


r(m+ ^ 

Celle  formule  parliculière  est  due  ii  M.  Liouville  (Voy.  Journal 
de  Mathématiques,  t.  iv.  p.  231). 
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(418) 
Corollaire  2. 

Si  dans  la  form.  (32),  on   pose  F(x-|-y-|"...)Bl^  alors  en 
mettant  pour  t  la  lettre  ky  on  obtient  : 

k 


r(m)r(n), . .  it°>*°*  ' 

r(m+n-f-...)  '  111+11+  ...  * 

r(l+m+n-f ...)  ^ 

Corollaire  5. 

Si  dans  la  form.  (33)  on  fait 

x'  t/ 

»=1,  x=(  — )»*,  y  =  (f.)«,  etc.,      on  obUenl  : 

a  o 

(«)     //...  (^)^^--«  ^^)q(o-i)...p(^)P-i^  .,(|l)^i^... 

r(«t)r(it).„ 

■"  r(l+m+n+..-)  ' 

les  intégrations  du  premier  membre  sont  alors  soumises  à  la  con- 
dition que  les  variables  x',  J^v  satisfassent  &  la  relation 

(y)'+(f)'+...<i. 

On  peut  mettre  Féquation  (a)  sous  la  forme  simplifiée  : 


m'  n' 


Posons  encore  wï= — ,  n  =  — ,  elc.,  on  aura,  en  suppri- 
mant tous  les  accents  : 

a-4°...r(— )r(-) ... 

//...x°»-y-^..  rfxrfy...  = ^ ^ ,  (35) 

/>9...r(i+^+^+...) 


(77  +  (|)^+...<i. 


(419) 

Pour/i=gf=xelc.  =  l ,  on  a  : 

arb\..r{m)r(n)... 


yy...  x»"iy*»-^...  dxdy ,., 


l\l  +  in-{-n4-...)  ' 


Cctle  formule  est  due  à  M.  Lejeune-Dirichlet. 

Corollaire  4. 

Soit  fitanssetc.  =1  y  et  supposons  que  la  form.  (35)  soit  bor- 
née aux  3  variables  x,y,  z^  elle  deviendra  : 

fffdxdydz  =  — 2 î Î: ,  (36) 

(^7+(fr+(^)'<i. 

Si  Ton  fait/)89=Br=>2,  la  form.  (36)  donnera  l'expression  du 
volume  de  Tellipsoide  à  3  axes. 

3""  Problème. 
Réduire  l'intégrale  multiple 

*>  a:  +  y  +  ...>A. 
Solntitm.  Après  avoir  posé,  pour  abréger, 

8  +  a  X  4"  i^i/ +  • .  •  =s  *  j 

multiplions  les  deux  membres  de  Féquation  (31)  par  r^-^-^^dr, 
puis  intégrons  entre  les  limites  rs=0,  r=oo ,  on  obtiendra  : 

r(c)     y    ^'>^'(e+r  +  «rn«+T+i30'..V 


(  420  ) 

ou  :  ^ 

rr...x^-Y-\..  F(x+y+...  )dxdy ...  A*^^'*"  ^ 

r(in)P(n)...  /"  ^,  j    /*  «•-»F(<)A 


0  A      ^ 


r(c)      /  ./  (9  +  T+«<)-(e+T4-«)'... 


Pesons  Tas(,  on  aura  : 


00 


Jl_     F(c— /t>r(M) . 

«^  *      r(c)     ' 

■ 

en  substituant   celte  valeur   dans   rexpression   précédente,  od 
obtient  : 

rr  .  ,  ,        ^    r(c— M^r(ft^ 

rHr(n)...  r"  ^, .  /  <'-^F(0'^^  . 

r(c)    J  ./  (e+T+«ir(9-i-T+/«)\..  ' 

ou  : 

J  J  '"  (e+«x4-/Sy+  .•.)^ 

r(»Or(>o-  /V/-V. / *°-^'^(^^^^ .  ^37) 

4"*  Problème. 

Réduire  VitUigrale  multiple 
3c°-y-^..dxdy... 

»  =  //••• m      n^  ' 

(6 +«X''  + %'+...)'       ' 

Soluiian.  Si  dans  la  form.  (31),  on  pose  F{t)=  l , 


(421  ) 
on  trouve,  en  ometlant  les  accents  : 

(38)       rr. . .   ^^'r-'-dxdy... 

«"6-...   ^(t^ï^^^^-     rj^        ^^ 


Les  inl^rations  du  premier  membre  se  rapportent  alors  à  toutes 
les  valeurs  positives  de  x,y, ...  qui  satisfont  à  la  condition  : 


*>(-^)'  +  (f)'-+-->A- 


Corollaire. 


Si  le  premier  membre  de  (38)  est  supposé  contenir  les  trois 
variables  x,  y ,  z  seulement,  de  manière  qu'il  se  présente  sous  la 
forme 

J  JJ  ^1  IL4-'  ' 

on  aura,  pour  i»-*^«/«l ,  9=5r=r=2,  «=«.0=7=1,  la 
formule  particulière  : 


(39)       fff *^^1± , 


/f 


Pesons  ici  f«-u*  en  sorte  qu'aux  limites  ^«»  |  ,  répondront 
les  limites  n  —  |     ,  Téquation  (39)  se  simplifie ,  et  devient  : 


fjf 


•A 


(«+«'+y'-4-«')'     -*        _ 

^  >  (40) 


(  422  ) 

les  intégrations  du  premier  membre  se  rapportent  alors  a  toutes 
les  valeurs  positives  de  XytfyZ,  qui  satisfont  à  la  condition  : 

*'>(7)'+(f)'+(7)'^A.. 

5"*'  Problème. 
Réduire  tintégrale  multiple 

*>(|)-+(f)'  +  (|)-+ (7)-+ •..>*. 

Solution.  Soie  »—(-)'  +  {*)•+  (|.)'  4-  (-)*  +  elc., 
on  aura  : 

co 


_f /cosr udu  /  F(0 cos ti/dr  ; 

F(<r)^  J 


0 

par  conséquent 

00   00 

(a).    S=fr...  F[(T)dxdy...  ^jf-  •  •  V(<r)dxdy  X  P  , 

0    0 

k 

00       co  GO 

=  i.  y    /... dxdy... I  cos<rt«rfa  fF(t)cosutdl, 

00  0         •  À 

=  à  la  partie  réelle  de 

h 

<^      co  co 

lrr...dxdy...fe'''^~^daf¥(t)Cù^uldt, 

0      0  0  *A 

=  à  la  partie  réelle  de 

If  co  co      co  ^^^^ 

—f¥{C)dtfc<^uliufr...  e'^^-Hxdy... , 

X  0  00 

=s  à  la  partie  réelle  de 


1  rFiOdtfcosutdu 


0  co  co 


(  *2.-î  ) 
Mais  on  a,  par  la  form.  (47)  du  1'^  livre,  en  général  : 


00  oo 


/  f  (A'x'  +  -^  )(it  —  1  fîlihk  +  x')dx  ; 


0  0 


lonc,  pourA==s  — ,  *=«,  f(t;)=«e^"        ,  on  obtient  : 


00  CD 


0  iîl„i/ZT    ,/7     l^c:, 


fi 

00 


/. 


y  ).+(£)«! ui/-i  ^u/-i   ,  yT    "  ^^l 


^       u 


t>  elc. 

Soit  n  le  nombre  des  variables  x ,  y,  ... , 

2a  ,    2/3 
ç  = r-T-  +elc., 

m  aura  : 

00  00 

tar  conséquent  l'expression  («)  devient  : 
\  =•  à  la  partie  réelle  de 


OD 


-^'-^     •7./  mdtj  cmUidn.~e   ^ 


0  2 

A:  00  ^« 


a/>...      7    2    /^     ,     /  cos tu  nit    . 

=  -2-'"    -T^  ''^O'rty  —^  cos(— +  ç«H«. 


(-3) 


»  «2 


00 

P  .  rr        2    /cos  tu  nit    ^ 

Faisons    T  —  —y  -— -  cos  (  ~  -f-  çH)du  , 


^         2 

u  ^ 


(  *24  ) 
l'équation  (/3)  devient  : 

et  il  ne  s'agira  plus  qu'à  déterminer  T. 
A  cet  effet  on  a ,  en  développant  : 

ftir  .     Itir 

sin  -r-     ». 


/>                             sin  — —     00 
^cosfticos^,              4    /^Scos^isinçu,     ,^ 
du  —     «       /  du.  P) 


Mais  on  a ,  pour  r>  ç  : 

2  cos  fti  cos  çu«=  cos  (/-f  ^)m  +  eos  (t—ç)u  , 

3  cos  fti  sin  çu  rs  sin  (r + ç)tt  —  sin  (r — ç)m  ,• 
et,  pour  r<ç,  on  a  : 

2  cos  tu  cos  çu  =s  cosfe + ')•* + cos  (« — t)Uy 
2  cos  (Il  sin  çti  «  sin  fe+Ow  +  sin  {g — i)u  ; 
Donc  l""  si  t>Çy  réquation  (J)  donnera  : 

cos-  CD  ■  ® 

4  r   /•cos((-}-^Mw  j^  /•cos(<— ç)urfji"| 

T  ==-r"L^        îi      "^^ ;: — J  ~ 

u^  u^ 

.    nit 
sin-——        oo,  1  ® 

4  r   /*sin((-|-ç)iiau       f*s\n{t — ç)udu 


r  /*sin(<  +  g)iidu        r 


n 

0  r  0  7 


Mais  on  a,   par  les  form.  (78),  (79),  du  iv"*  livre  : 

/  cos  rudu  «r'*"*  /*sin  rudu  ti"'^* 


2r(a)cosiAcir  V        tt''  2lV)sin^/uir  ' 

donc  : 

n  n  n 

2r(^)  2r(|)  r(|) 

2'  Si  t<«,  on  trouvera  T=0. 

11  y  aura  maintenant  trois  cas  à  distinguer,  savoir  : 

ç>k,    k>ç>k,     «<A. 


(«5  ) 
!•' Cas.     ç>i. 

Comme  on  a  r<il ,  on  aura ,  en  plus  forte  raison  /<ç  ^  donc 
r=aOy  et  par  suite,  la  form.  (/)  donne  : 

S=0. 

2""*  Cas.    *>«>A. 

Pour  trouver  dans  ce  cas  la  valeur  de  Tintëgrale  S,  de  la 
Torm.  ('/],  il  faut  décomposer  cette  intégrale  en  deux  autres  Tune 
prise  de  A  à  «,  lautre  de  ç  à  & ,  ce  qui  donne 

ne  k 

^'^-^  [fmdt'T  +/f(o««-t]. 

Dans  la  première  de  ces  deux  intégrales  on  a  t^^^y  donc  T«Oy 
par  conséquent  celle-ci  disparait. 

Dans  la  seconde  intégrale  on  a  />« ,  donc  T  = j  on 

a  donc  :  *» 

"  "—/fCX*-?)^     d^     *><>A.        (41) 


Via 


IX-^) 


2^   * 


o"*  Cas.     «  <  a. 


Comme  on  a  (> A,  on  aura  en  plus  forte  raison  t^ç,  donc, 

n 
1 

à  cause  de  (0,     T  =  ^^ >  par  suite  : 

ni) 

n 

k  n 


S^ 


ao...  T  "  * 
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(426) 
6"*  Problème. 
Réduire  l'intégrale  multiple 

les  intégrations  devant  se  rapporter  aux  valeurs  positives  et  iié- 
gatives  de  x,y...  ,  qui  satisfont  à  la  condition  : 

k>x  +  y...  >/.. 

Solution.  Soil  flr-=ix  +  î/+ •••  >  on  aura 

00  * 


.  /  cos  <r  udu  I  F(()  cos  utdt , 


00  * 


L_  fe-^'^-^du  fF{t)eos utdl; 


—00 


on  a  donc  : 

S=  LrF{t)dt  fcosutdu.,. 

X  — «>  00  00 


f  y...  e-<«'*'+'"l''+-)  -'«^-'rfxrfi,... , 


OO      --00 

00  00 


=i  /F(0* /costifdtt...  A--«"^' e-"*^-^rfx 


X  00  —00 


00 


fc-^'y-  c— 'y'^-'d;/... 


Mais  on  a,  en  général  : 

00  — co 

donc  : 

""00  .   y  /    "    V-  ^-^—  /     **   \ 

S=  1  r¥[t)dt  r^osuldt..,^—  c^    .—  c"  "^  "...(«) 

A  00 

Soil  n  le  nombre  des  variables,  soil  pour  abroger 


(  4î27  ) 
on  aura  : 

n 

i"~         Te  00 

S  —  — f¥{l)dt  Aos ttîdu e~^«'"' 


'00 


n 


a-*        /»  21/V  -(-)• 


X 

n— 1 

2  .        l' 


(42) 


7""  Problème. 


Réduire  l'intégrale  multiple 
Solution.  Remplaçons  dans  l'équation  (42)^  les  lettres  ajP,..,ç, 


ç 


respectivement  par  c^  a ,  l^^  «,...,       ,  on  aura  : 

V    Où 

/Y . . .  e-(«'*' +/'V+•>F(x^- y  + . .  Orfxrfj/ = 

n— 1 


Multiplions  les  deux  membres  de  celle-ci  par  cJ^-^tr^da ,  puis 
int^ons  entre  les  limites  «=0 ,  (<)=<x> ,  on  obtient  : 

jy...  F(x-|-y+...)rfxdî;.../>-ïe-(i+-'«'+/9V+")-d«  = 


0 
n— 1 


-T T=r-  /F(Oe      «      dt /(^^e-"du, 

^  '    A  0 

n— I 


(428) 

n— 1 

A  0 

•*~^  n— 1 


n— 1        ' 


OU,  en  observant  que 


co 


S-  ff     F(3^  +  y+")<fa't/y...   ^ 


'''«*       J  . 


8""  Problème. 
Réduire  l'intégrale  multiple 

Solution.  Soil  <r«3X  +  y+  •••,  on  aura  : 

oo 

Psa  /  cos (T  ud««  /F{Ocos utdt , 

^  '     0  A 

=3  à  la  partie  réelle  de 

oo  ^ 

_L_  fe'^'^-^du  f¥(t)  cos  M/*  ;  donc  : 

S  s=  à  la  partie  réelle  de 

—00     — "00  VI  A 


(429) 
=  à  la  partie  réelle  àt-J'^t)dtJcostuda 


0 

CO         00 


— CO  —00 

*  00 

=  à  la  partie  réelle  de— /  F(/)d<  /  costudu 

^  i  0 

J     «'  +  «'  J 

— 00  —00 

=  à  la  partie  réelle  de 


16  00 


-fF(t)dtf  costudu  X  '  e""'"  •  -^""^'' 
=3  à  la  partie  réelle  de 

00 


—f¥{t)dtfc'^^^*"^*'^  -^ --(*+''+••> 


cos  tudu  X  -t; —  ^" 

A  0  ^••• 


»  à  la  partie  réelle  de 
^/F(0*y  cos  ftirfii  e-^*+^+ ••>, 

>  0 

—  à  la  partie  réelle  de 
k 

Nous  avons  fait,  pour  abréger  $=a«-(-04'***7  et  supposé  que 
n  exprime  le  nombre  des  lettres  a,l^y  etc.  Gomme  le  S"*  membre 
de  l'expression  précédente  n*a  pas  de  partie  imaginaire  ;  on  a  dé- 
finitivement : 

S^^riM..  (44) 


(  4r>o  ) 

î)""  Problème. 
Réduire  l'intégrale  multiple 

1>(^)'+(|)'-H...)>0. 

Solution.  Soient  «=:x+y  +  ...,  <r=(— )'  +  (—)* -j- . 
pourra  faire                             ^ 
P  =  û  la  partie  réelle  de  —  / e  r.'û) , 

0 

par  là  on  peut  éerire  : 
S  =  à  la  partie  réelle  de 

00         oo  co 

J     J  -  F(s)dxrfy ...  -y  — -e  rf«  , 

— CO   — 00  0 

«==  ù  la  partie  réelle  de 

0  —00    — 00 

Mais  on  a  : 


on 


00  00 


F(s)  --  l-CduCe^'-^^^-^F^i^dt  ;  donc  : 

00      —CD 

S  «  à  la  panie  réelle  de 

LfÈi^i^ff.,.  dxdy...  .-•^=?...yd«y>-')«^^F(o*, 

0  00 co  00     —00 

a>  à  la  partie  réelle  de 

0  —00  —00  GO    00 

—  à  la  partie  réelle  de 
ifi^  d^fFmt...fe-*^''-'du 


0  — 00  —00 


00  00 


/  c    «  dx  I  e   ^  oy.M» 


.00  00 


(431  ) 
$  =>  à  la  partie  réelle  de 


•00 


ae  *     X — —  t;e 


1/   «  >/» 

=s  à  la  partie  réelle  de 


...    9 


oo  oo  oo 


Lj±ld.fnC)it...fe-^''-'du  X 


'00  —00 

n 


nw  .  y—        r*w* 


—2     1.  — ^ — l 


n 
7 

=  à  la  partie  réelle  de 

00  00  00 


\b..JJ!pd<Jlmyi  '40." +'"''^  ^rf„. 


— l-l 


0  *>    »  *      —00  —00 


on  a  supposé  que  n  exprime  le  nombre  des  lettres  a,  b,  ...  , 
et  Ton  fait;  pour  abréger  : 

r*=a«+6'+  ... 

En  exécutant  Tintégration  par  rapport  h  u,  on  a  : 

S  «a  à  la  partie  réelle  de 

n— 3  n— 1    ^ —  /-  /^^  «^'i/ — • 

Cl   "2 T^    ^^     «*•••      /    ^'"^    ^        /r./x    Tï"  , 


0  2  —00 

(4} 


=  à  la  partie  réelle  de 


00  00 

w— 3   n— 1    .y — 


2,  ^   e  " 


«6...     /  ^, ,  ,    /    sina       r» 


■00      0       2 

Cl) 


(  «2  ) 
On  a  donc^  en  rejetant  la  parlie  imaginaire  de  celle  expres- 


sion :  _  ^ 


S=,^'.^y'F(0*/'-^.2sin«eos{2=i,+  ^«).(45, 


OO  0  2 

co 


Remarque.  Ces  exemples  suffiseni  pour  faire  connaiire  le  puis- 
sanl  usage  que  Ton  peul  faire  de  la  formule  de  Fourier  dans  la 
réduction  des  intégrales  multiples.  Nous  renvoyons  pour  d'autres 
détails  à  rexcellent  ouvrage  de  M.  SchlOmilch,  Analyiische  stu- 
diefiy  auquel  nous  avons  emprunté  la  plupart  des  résultats  qui 
précèdent.  Nous  terminerons  ce  livre  par  la  réduction  de  rintégrale 
triple 

donnée  par  Gauss ,  et  qu'il  nomme  le  potentiel  de  ratiractioo  ou 
de  la  répulsion  exercée  par  un  ellipsoïde  sur  un  point  de  Tespaoe, 
suivant  la  raison  directe  des  masses ,  et  la  puissance  t  réciproque 
de  la  distance. 

10""  Problême. 

Kvduire  Viniégrale  triple 

dxdydz 


^'-:^fff 


Solution.  Fesons  pour  abréger 

r  =  {  (a-xY  +  «3 -  yy  +  (v-z)»  p  ,        («) 

'=(7)'  +  (|-)*H-(7)S  (^ 

on  aura ,  en  introduisant  le  facteur 

^        /*sin  a 

P  =  / cos  <r« rfû) , 

0 

2         \       r^   r"  f"  dxdydz   /f in  « 
S  = •  T- 1      I      I         ,  ,      / cos<r«rf«, 


— -OO      30      — CO 


(  UZ  ) 
}  =  à  la  partie  réelle  de 

OO  OO  00  ^ 

2    ^  r  r  r  ^^y^^  r^mco  ow^—i 

OO      — OO     — OO  0 

=  à  la  partie  réelle  de 

_!.        *       /sino)       /*°^    r*    r"  dxdydz^  a»i/~v 
"^  «      5 — 1  ^      cù       J     J     J         r"~*^  ' 

0  — CO      — QO     QO 

s-  à  la  partie  réelle  de 

2        /  sina  ,        o  ,  \ 

— CO     "^00    ""-OO 

Nous  allons  nous  occuper  d'abord  de  la  réduction  de  Tinlé- 
grale  triple  (J).  A  cet  effet ,  pour  arriver  à  la  séparation  des  va- 

riables ,   nous  introduirons ,  i  la  place  du  facteur ,  son 

expression  en  intégrale  définie 

0--*)„|/—  00     ^_^ 

r(^)o 

déduite  de  la  form.  (89)  du  iv"*  Kvre 

ea  posant  dans  celle-ci  : 

Par  la  substitution  de  (c)  dans  (<^)  on  obtient  : 

(  ),K_i       „        „        „  ^,-3 

S.  =  t———f  f  fdxdydze""^J  fl~e'-'"^»de 

r(-^)      — eo    — OO    —00  0 

r(-^)     0  i-»    —00    —00 
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(  444  ) 
Mais,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (a)  el  (/3),  on  a  : 

^      a  b  c 


(«.+^|+yl)6^/rï      [(•J  +  Ô)x*-2«0aj]t/-l 


î=e'     •  •    •     '  .c    * 


donc  : 

00  OO  QO 


^—00      ——00     — — QO  __ 

00 


^(«.+^.+,.),./iry^^^^[(^+ 


•QO 

00 


A» 


X 


•00 

00 


rfre 


—  270^1  ï^—1 


■00 


—  e  .y .g  „i  T 


(4-^)>'-. 


6» 


«         y«0»  . 


(voir  la  form.  (80)  du  iv'"*'  livre), 


(  445  ) 


(«•+/9«+ï')9l^-l     t. V 

c  •    ZZ     A 


V(^ 


<?+')(^ +•)(?+•) 


/3it  0'a»a'  0'/9«5«  g'y'c»      .  ^— 


\   /  .    (ù  Cû  Cù 

V(";+e)(j-  +  o)(-  +  o) 


f 

f 


(   4  «+a«ô  w  +  ô^a       '^  w  +  c»fl  f 


\/(4 


W      .       .  ,    û? 


(    4  ^       »+o'9       M+6'9       w+c'9    J 


3« 


«14        '        ,  (,') 


V,  (à  Cû  Cl 

(^+%, +  0X^  +  0 

;n  fesant  pour  abréger 

cc^a     ^^      y3*9  v*o  ^ 

®""  w+a^e"^  »  +  6«o  "*"  «+c*ô  *  ^^^ 

En  subsliluant  Texpression  (v')  à  la  place  de  son  l""'  membre 
lans  réquation  (a'),  celle-ci  deviendra  : 


■-(■-)  0      V'{^+.Kf+.){^+.) 

Mettons  l'expression  (f')  à  la  place  de  S.  dans  Téquation  (8), 
lors  celle-ci  deviendra  : 


(  446  ) 
S  •»  à  la  partie  réelle  de 

— —  e       ^  / (lui 


T         «— 1 


r(-3-)  0 


2  2 

(-3 


/ 


"  e  2  dee®"^-» 


v^(a"+'^(r«+*»^5+'> 


Comme  on  a  -^r(-^)  =  r(--|-) ,  e 1  ,   on 

pourra  écrire  Texpression  précédente  de  cette  manière  : 
S  a  à  la  partie  réelle  de 


r(i+i,  •/    "    /   VS^ 


Il  s'agit  maintenant  de  réduire  cette  intégrale  double  en  une 
intégrale  simple.  Pour  cela  introduisons  une  nouvelle  variable  r, 

liée  à  la  variable  o ,  par  la  relation  e  -=»  —  . 

Aux    limites    6=|    répondront  les   limites  r=|  j    de  plus 

0  «> 

on  aura  : 

«or        ~  »       rfr 

1  1  1 


V<T.  +')<F+'X^+')    ''  V(l+i)(i+l)(i4l' 


I  ,» 


**  Vo+5-)(i+.i-xn-:^) 


(  447  ) 


r  *       T  T 

«•  fl«  yl 

Nous  avons  par  conséquent ,  à  la  place  de  {c^')  : 

«—1 
S  =»  à  la  partie  réelle  de  "7"  j^.^— 

—  ^   .   f/re 

r('-±l,   /  -^-l  ■%/(!  + ixJ^+-i)ii+l)  ' 

S  =  à  la  partie  réelle  de 


;r  e 

8 


±i)    .  "••/   V/«+iX<+S)(H5) 


s  =  à  la  partie  réelle  de 


►^e     '  /»■  r      'dr 


''(4^)  <  v/a+;)«+^)(i+;) 


a' 

00     ^ 


S  =  à  la  partie  réelle  de 


0 

1— T"  -^  tit 


On  a  fait,  pour  abréger,  A=3  — — . 


(  448  ) 
Comme  on  a 

e  *  =cos(T»  — -î^)4-|/^sin{T»— -^) 

4  4 

on  trouve  ,  en  rejetant  la  partie  imaginaire  : 


8 

1—rr 


s= 


|/^        /•*  T       ^  dr 


■S 


r(^)»    V'«+^X<+sK«+^) 


a' 

00 


./ï^o„s(T.-^X..    ,.-, 


Cette  transformation  de  («')  permet  d'effectuer  la  seconde  inté- 
gration de  (v").  En  effet,  on  a  : 

00  OO 

/sin«         ^        •^'^  V  .              5i«    /•sinwcosTco  ,     , 
— r-  ces  (T« r")«"  ==  cos-T-  /  \ ao  -f- 


OO 

s«    /sin«  .         „ 

n  — -  /  — r^  sin  Tcj.-.w.    K  ) 
4  «/      ft?^ 


4 

0 


Or  on  a  ;  par  les  form.  (78),  (79)  du  4'"^^  livre , 


1«  pour  T<1  , 


000 
y__s.nT"d»-i/— i^i; d— î/ :;! rf-. 

0  0  0 


(  449  ) 
2"  pour  T>  I  , 

J  -^cosT„d«. iy  -, d.  +  \J  -j d., 

0  0  0 


/sin«    .   _    .      .  /•cos(T— 1)«  .       ,  /•cos(T4-l)«  , 

0  0  0 

On  a  donc ,  ù  la  place  de  {3"),  les  deux  expressions  : 

/«-  ,  cos  --.      sm  -7- 

0  sin  -—      cos  — -  ^ 

2  2 


cos—      sin-^ 


^   ^  sin  — -      cos  -TT- 

/**•  -  /     C0S-7-     sm-T- 

0  cm——       nnsi— .' 


sm—     ces  2 


+  4-^|-i7--T;r|<T+'P-s   T>i. 


sin-2-      cos  ,^ 
RemcUons  dans  ces  formules,  pour  A  sa  valeur  3  —  —,  puis 
développons  sin  —  ,  cos-—;  on  trouvera,  en  réduisant: 

00  $ 

_^cos(To.--) ^(1_T)     \    T<1, 

0  2r(3--) 

_^cos(T«--)-0,     T>I. 

0 


(«0) 
Ces  deux  formules   peuvent  être  réunies  en   une   seule ,  en 


f  _  • 


écrivant  : 


c 


_cos(T«  — —  ) -.  ^T),  (f) 


0  2r(3--) 

pourvu  que  l'on  convienne  qu'on  doit  poser 

2-i 

^T)  — (i— T)      2  ^  quand  on  a  T<1  , 
et  f(T)  =  0,  quand  on  a  T>l. 
Posons  aussi,  pour  abréger 


i-i 

2 


Vo  +  ^Ki+^Hi  +  i) 


=  F(r)  ; 


on  trouvera ,  à  la  place  de  (/') ,  l'intégrale  simple  : 


|/' 


00 


r(-^)o  2r(3-i.) 


f  00 


Cette  intégrale  aura  une  valeur  différente  selon  qu'on  aura 
T^l  ou  T>1.  Il  faut  donc  encore  examiner  dans  quelles  cir- 
constances l'un  ou  Tautre  de  ces  deux  cas  a  lieu.  A  cet  effet,  soit 

*'  (■^)*+(f)'+(7)*<*î  (^ 

comme  on  a  posé 

^              «•                   /S«                   7» 
X  ai L.-J__  J 

et  que  r  croit  depuis  zéro  jusqu'à  Finfini ,  Ton  voit  que ,  sous 
la  condition  (jô'"),   on  aura   toujours  T<1;  par  suite  f(T)«» 

2 

(I — T)      ^  y  par  suite  {«'")  devient  : 


(451  ) 
Soit  2"    (f).  +  (4)«  +  (l)'>l.  (n 

u  C/  C 

Si  nous  désignons  par  r,  la   racine  réelle  posilive  unique  de 
'équation 

)n  aura  T>1  pour  t^t,^ 

et  T<<1  pour  T>r. . 
Cela  posé  y  comme  on  a  : 

00  *'■  00 

f¥(T)dr^T)  ~jF(T)d.  f(T)  +jF{T)dT^(T)  , 

'o  0  T. 

il  est  manifeste  que  dans  la  1''  intégrale  à  droite,   où  Ton  a 
r-^T^ ,  on  aura  T>  1 ,  donc  f(T)  =  0  ;  celte  intégrale  est  donc 
nulle. 
Mais  dans  la  2°"*  int^rale  à  droite  on  a  r  >  r , ,  on  a  donc  aussi 

8 

T<1,  donc  ^(T)«(l— T)     ^;  il  vient  donc  : 

8 
00  00  2—— 

y  F(t)(/t^T)=/ F(T)dT(l— T)      *,       et  par  suite  :  • 

0  T. 


S=— 


5r"  ^  ^ 


2r(i±i)r(3-^)'^. 


— yF(T)dT(i-T)  2 .    (j/«) 


2   ''"  ^        2 

Les  deux  intégrales  (y"0  et  (s^*)  peuvent  être  réunies  en  une 
seule 

en  convenant  de  faire  <<-0  ou  t*^T,,  selon  que  Ton  a  : 

o'   '   6'    '  c*  o'       6'       c  '^ 

Remettons  dans  la  form.  («")  pour  F{r)  sa  valeur 

i-i. 

T        2 


Vii+^)(i+^)(i+-^)  ' 
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(452) 
et  à  la  place  de  S,  son  expression 

^      PCP  dx  dj/  dk 

{(x_«)»+(y_^)'+(r_v')j* 
on  aura ,  à  cause  de  la  relation 

r(i±-' ,  _  1^  r(l^' , . 

définitivement  : 


-i  ' 


(46).  rrf———^^——- 

^'^^  ÎK(x-«)'4.(y-^)-  +  (5-y)'l 


B— 1 


7t 


/r        (W  *~  r 

,  (<-T)     - 


r(V)''("^-ï)'    V(H-^)(i  +  ^)(i  +  ^) 


T= — ^ 1 — 


f  =  0  ,     pour h  T-  H <1  > 

^=  r, ,    pour [-— -  •{ >1 . 

Ti  est  la  racine  positive  et  réelle  unique  de  lequalion  T' 
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Vr'  LIVRE. 


USAGE  DES  INTÉGRALES  DÉFÎMES 


DANS 


I/lUTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES  PARTIELLES. 


Les  questions  de  physique  mathématique  conduisent  presque 
toujours  à  des  équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à 
coêiBcients  constants  ^  qu'il  s*âgit  d'intégrer  pour  obtenir  la  loi 
cherchée  des  phénomènes.  Dans  ce  livre  nous  donnerons  un  ré- 
sumé des  méthodes  d'intégration  les  plus  usuelles  de  ces  équa- 
tions^ fondées  sur  les  intégrales  doubles  et  multiples  de  Fourier^ 
et  la  transformation  en  séries  d'exponentielles.  Ce  livre  se  partage 
donc  naturellement  en  deux  sections;  dont  la  l'"*  s'occupera  de 
rintégration  des  équations  linéaires  aux  différences  partielles  fon- 
dée sur  les  propriétés  des  intégrales  de  Fourier,  et  dont  la  seconde 
traitera  de  la  manière  d'intégrer  ces  mêmes  équations  par  des 
séries  d'exponentielles. 

t'«  SECTION. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES 

PAR   L'EIPLOI   DES   FORIULES  DE   FOURIER. 

Nous  exposerons  dans  cette  section  d'abord  la  Méthode  telle 
qu'elle  a  été  donnée  et  pratiquée  par  Fourier ,  puis  la  généralisa- 
lion  de  cette  méthode  due  à  M.  Gauchy. 


(  *5i  ) 
(a)    MÉTHODE  DE  FOLRIER. 

(Voir  la  Théorie  de  la  Chaleur,  pag.  523-541.) 

La  mcihodc  de  Fourier  consiste  :  1*  à  chercher  une  int^rale 
parliculière  de  Féquation  proposée  ;  ^  à  chercher  la  somme  d'une 
infinité  de  ces  intégrales ,  mise  sous  la  forme  d'une  intégrale  double 
ou  muhiple  contenant  une  fonction  arbitraire  ;  5*  à  déterminer 
cette  fonction  arbitraire  au  moyen  de  la  valeur  initiale  de  l'inté- 
grale cherchée  et  de  ses  dérivées ,  et  des  propriétés  connues  des 
intégrales  de  Fourier  ;  4*  à  démontrer  à  posteriori  que  Tint^ple 
trouvée  est  Tintégrale  complète ,  et  la  plus  générale  de  la  pro- 
posée, en  fesant  voir  :  1*"  qu'elle  satisfait  à  l'équation  donnée, 
^'^  qu'elle  reproduit  les  fonctions  données  désignant  Tétai  initial  de 
l'inconnue  et  de  ses  dérivées. 

Les  exemples  suivants  éclairciront  la  marche  de  cette  méthode. 

1*"  Exemple. 

Chercher  l^ inconnue   w^^x^l),  étant  donnée  VéquaHon  aux 
différences  partielles 

du  d'u 

dl  dx'    '  ^ 

de  la  fonction ,  tout-à-fait  arbitraire , 

u=^x),  (2 

répondant  à  l'état  initial  t=aO. 

Solution.  Pour  As:a'a%  on  trouve  que  Féquation  (1  est  satis- 
faite y  en  fesant 

u  =  e^'^*  cos  (ax).  (3 

Donc  si  fjt  désigne  une  constante  arbitraire  ne  contenant  au- 
cune des  quantités  x,  t,  l'expression 

dAiFO^)c-^*"*'cosa(/CÉ— x)d«,         (4 
qui  ne  diffère  de  (3  que  par  des  facteurs  constants,  satisfera  éga- 
lement à  la  proposée  (I).  Il  suit  de  là  que  l'intégrale  double 

GO  GO 

ti=  /*     r¥{fJL)e''^''^*^cosa{fi^x)dfAda,  (5 

—  CO     00 

qui  n'est  qu'une  somme  d'une  infinité  d'intégrales  parliculière^ 
égales  ù  l'expression  (4,  satisfait  aussi  à  l'équation  (1. 


(  455  } 

Mais  pour  ^«=0,   nous  devons  avoir  ti=«5P(x);  donc,  pour 
celte  valeur  de  t  Téqualion  (5  devient  : 


00         co 


f  (x)  =  /      /  F(itt)  cos  a[fi  —  x)dfJL  da  (6 


—  00      —00 


Mais  on  a,  par  la  form.  (107)  du  ni"*  liv., 

00  00 

y(x)«— y     Jfifi)  COS  a(fi—x)dfzda;  (7 

— 00     —00 

1 

donc,        FU)=.— y(A*). 

En  substituant  cette  valeur  dans  (5 ,  on  obtient ,  pour  l'incon- 
nue cherchée  : 

00  00 

tic=  —  /      /f(At)e""*  *  ^cosa{fi — x)dfjtda.  (8 

—00    — » 

Je  dis  que  (8  est  l'intégrale  complète  de  l'équation  proposée  ; 
en  effet,  1"*  cette  expression  satisfait  à  Féquation  (1 ,  et  2"*  elle 
donne  ti=7(x),  pour  ^=0. 

Corollaire. 

En  effectuant  l'intégration  par  rapport  à  a,  on  peut  donner  à 
l'expression  (8  une  forme  plus  simple;  en  effet,  comme  on  a  : 

/  cos^hae     "     da^-j-e      *^ 

— OO 

//g fjA*  .^  ^ 

en  posant  — i/*,  /^«x-J-So^k'  t,  d(z=%i\/'idv  ,   on 

obtient  : 


00        00 


— 00     —00 

00  00 

==  —  J  ?{fJt)dfiJ  cos a(ji — x)e'"*  *  ^da  , 

—00  —00 

00  (a*— a?)* 

= :;=  I Mdf^e       ^**'    , 

00 


(  456  ) 


S"**"  Exemple. 


Chercher  u  =  f{x,l),  étant  donné 

dt         dx*    *      dx^ 
u  =  f(x)^  pour  l=sO. 

Solution.  Si  Ton  pose  ii:=aa*  —  6«^  +  elc.,  on  trouve  que  la 
proposée  (1  est  satisfaite  par  la  valeur  particulière 

ti=»r""cos(tfx). 
Elle  sera  donc  aussi  satisfaite  pour 

u  =  er^  cosa{fi — x) , 
et  par  suite  pour 

donc  aussi  pour 


00         co 


u^J'   f¥(f,)e-^'^"-'"*+-'^cosa{(i-x)dfc'U.       \i 


—  00     —00 


Pour  t—Oy  on  doit  avoir  ti="5»(x),  donc 


00  00 


f{x)=  I       IF{fL)cosa{fi> — x)dfjLda;  l'^ 


00     00 


Mais  on  a,  par  la  form.  (107)  liv.  m, 


00  00 


7<x)=:— /*     r^{iJ)QOsa{(i—x)dfj.da;  (* 

— 00    —00 

donc ,  à  cause  de  (3  et  de  (4  , 
donc  (2  devient  : 


•00    — oo 


C'est  rintégrale  complète  de  l'équation  proposée.  Car 
!<"  L'expression  (5  satisfait  à  l'équation  (1  y 
i*  Klle  donne  tia=y(x)  pour  /=0. 


(4S7) 
S"'  Exemple. 

Chercher  u  =  f(x ,  l)  étant  donné 
d'u        d^u       ^  ,. 

dl»   ^  dx*  '        ^ 

Ait 

u=9>(x)  pour  1=0;  —  =  4;(x)  pour  t=0. 

Solution.  En  posant 

ti  =  cos(tf'Ocostf  (jtc  —  x),  (^ 

on  trouve 

d*u  ,       ...  ,  . 

■—-  =  —  ah  cos  (tf»0  c^s  *(i^~  ^)  r 

_-  :=B  «4  COS  («•!)  cos  tf  (/tt  —  x)  , 

donc  Tcxpression  (2  satisfait  à  la  proposée  \  il  en  sera  de  mén>c 
de  l'expression 

F(^)  cos  [p^t)  cos  «  (/cfi  —  x)c/ffc  dot , 

et  par  suite  de  la  suivante  : 


co        co 


u  =  /      /  F(/^)  cos  («*0  COS  a  ()CA — x)  ifA  da;  ou  Je 


— co   —00 

co         co 


U  =  —  /      /  ?  (i^)  COS  («*0  COS  a{fi,  —  x)  dfi  da.  (ô 

—00     —00 

Cette  intégrale ,  quoique  propre  à  satisfaire  à  la  proposée  (1 ,  et 

donnant  {>(x)  pour  ^—0^  n'est  pas  Fintégrale  complète ,  elle  n'en 

/ffî 
constitue  qu'une  partie,   attendu  que——,  contenant  sin(a»(), 

s'évanouit  avec  ^ ,  et  ne  produit  pas  la  fonction  initiale  .//(x). 

Pour  chercher  l'autre  partie  V  de  l'intégrale  complète ,  chan- 
geons dans  (3,  ^  en  tp,  puis  après  avoir  multiplié  par  dtj  et  inté- 
gré par  rapport  à  ^ ,  on  trouvera  : 

00  co 

V  =  / \]dt  = I  ^H'i^ {(A  /  rf«  COS  a{fji^^x) /cos  {ce,H)dt, 

—00  —00 

00  co 

=  —J  dfi'^  {fi)J    —  sîn  (aH)  cos  a{ix  —  x)da.  (4 

00  00 


00  00 


—  fdfjL\p{fi)  Ida cos [a^t) cosa{fL — x)  , 


(  4î»  ) 

Cette  expression  de  (4  satisfera  encore  à  la  proposée ,  et  Ion 
trouvera  de  plus , 

dV  _ 
dt        2t< 

—  00  —00 

«=;//(x)  pour  t=0. 
On  a  donc,  pour  Tintégrale  complète  : 

ti=tU+V.  (5 

En  effet ,  l""  U  et  V  satisfesant  séparément  à  (1,  il  en  sera  de 
même  de  leur  somme  u. 
2**  Pour  ^=0,  (5  donne  tt=U,  et  par  suite  u=f(x). 
3*  En  différentiant  (5  on  obtient  : 

—     lu      ^v 

rf/  ""  dt  ■*   "cïT  ■ 

dV  dV 

Or  pour  ^=0,  on  a  -—=0,  --,r  =  +(x), 

eu  Cm 

du 
donc  -3-  ■=»  +(x). 

Corollaire. 

On  peut  réduire  Fexpression  (3  à  une  forme  plus  simple,  eo 
fesant  usage  de  la  formule  (58)  du  n"'''  livre ,  mise  sous  la  forme  : 
<»  1/ — 

J^dacos{aH)cos(az)  =  —^s\n{^  +  j^), 

—00 

et  en  posant  — =r-  =»  v  :  car  alors  on  trouve  : 

co  00 

u  —  —J  ^A* f  0^) /cos  (a'O cos a(/»  —  x) d«  , 

OD 

= -r=  fdvy'Tf  (x+  2vl/T)V^T[sin(y')  +  cos(y')] , 


4  * 

= /  d»f  sin(y')  +  cos(y*)1»fx  +  2yk'7). 

>^2t^ 


(  4K9  ) 

4"'  Exemple. 

Chercher  u=f(x,  y,  l)  étant  donné 
cl«u  _  d'u        d«u 
lïï"  ~  "dF  "*^  dy»"  ' 

"■=f(x?y)  pour  t=0,   —  =^(x,y)  pour  t  =  0. 

Solution.  En  posant  *  «  (a«-|-/3«)^,  on  trouve  que  Tcquation 
(1  est  satisfaite  par 

ti  =  cos  (kt)  cos  (ax)  cos  {0y)  ; 

elle  le  sera  donc  aussi  par  les  expressions 

cosa{fi — x)cos/3(i/  —  y)  cos  (a*  4" /3')*^  7 

Fijif  v)  cosaifj^  —  x)  cos  i3(i/  —  y)  cos(a»  +  /S*)*«  dad/5d/udu,     (2 
et  par  suite  par 

00        00        00        GO 

(3,     U  =y     /*  /^  /F(/E«,i/)cosâ:Oa— x)cos/3(i/— y)cos(««4./3»)*/ 
—00— 00—00— Qo  dadfidfidv, 

somme  d'une  infinité  d'intégrales  particulières  égales  à  (2. 
Pour  f==0,  celte  expression  devient 


00         00  OO         00 


f (^^y)  =/     r J   J^[f^ y ") ^^^ ^ (z^—  ^) ^os /5 (v— y) dadfij/xiy , 


—  OO    —00    —00  —00 


cl  comme  on  a  aussi,  par  la  form.  (120')  du  nr*  liv., 

00  00  00  00 

— co  — 00  — OO  — OO  deidfiflfldj  j 

on  déduit  de  ces  deux  équations 
donc  (3  devient  : 

00  00  00  00 

(4,     U=y   J   J  J  {•^YfQ^,v)cosa{^^x)cosfi(u^y) 

cos  {«« + /9')*^ d/x  dfi  d;jL  du  ; 

C'est  la  !'•  partie  de  l'intégrale  cherchée.  Pour  obtenir  la  2''',  il 
faut,  comme  dans  l'exemple  précédent,  après  avoir  changé  f  en  •»// 
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(  460  ) 
c(  niiiltiplié  par  dt,  intégrer  (4,  par  rapport  à  t,  el  poser 


OO  CO  OO  OO 


<»  oo  au  go 

—  00    ""00    —00     -^00 

,    sin(a«4-/3«)*^  ,    , 

cos/9(y  — y).  L— _      dadfidfiif; 

Finlégrale  complète  sera 

En  effet,  !•  U  et  V  satisfont  à  (I,  donc  leur  somme  u  satis- 
fait à  la  proposée.  2**  pour  /=0,  on  a  V  =  0,  U=f(x,y),  donc 

dV  dV 

«»=f(x,y).  3»  pour  /=0,  on  a    -^=0,    -^^^ix^y);  donc 

pour  ^=0,  on  a  : 

du        dU    .    dV        d\         ,,      ^ 


îi*""  Exemple. 

Chercher  u  =  f(x,y,z,t)  éiant  donné 

d«u  d*u         d*u         d*u 

liï^  ~  dx»"  "^  "tip"    *"   d?         ^ 

X  ^     du        ,, 

u  =-  f(x,y,z)  pour  t==.0  ,  —  =  ;^(x,y,z)  porir  1=0. 

Solution.  Une  intégrale  particulière  de  la  proposée  est  : 

u  =  costf  (/s* — x)cosi3(v  — j/)cosy(ç  —  ^)  eos  (a* +i8« -}-•/«  j*/j 

donc 

n=F(A6,î;,ç)cosa(^  — x)cos^(i/— î/)cosy(ç— 2)cos(d:«+/5*+/«)*( 

(^  (/i3  dv  dfjL  dv  di 

satisfait  aussi  à  I  équation   (1 ,  et  par  suite  aussi   la  somme 

QO         CD  00  00  00  00 

U=/   f  I   I  J    /^(A*?^^^0cos«0m— x)cos/5(y  — y) 

— .QQ  —-00   —00  —00  -~0O  —«00 

ces  y  [q—z)  cos  («*+  /3*+  y»)*/  rf«  cjs  ci/  d/K  rfy  rfç. 

En   raisonnant  conunc  dans  loxemple  précédent,  et  en  ayant 
égard  à  la  form.  (121')  du  ni"*"  liv.,  on  trouve,  pour  la  !'•  partie 


(  W\  ) 
de  Fincégralc  cherchée  : 

00    00    00    00    QO    00 


00  00  00  00  —00  00 


Xcosv(ç— r)cos(a«-J-/3«4-v*)*^d«rf/3(iv(/it£rfv</ç. 

En  changeant  f>  en  tp,  on  a ,  pour  la  2***  partie  de  la  même 
intégrale  : 


00  GO  00  00  00  00 


v=/u*=-(±)3/y///y4'(A*,-,«)cos«(^-x)x 

——00    —00  —00  —00  —00  —00 

sin(a*-f-/5*+ •/•)*/ 
cos  /3(y  —  y)  cos  / (Ç— 5)  —  da,  dfi d/  du, dv  dç  : 

en  sorte  que  Finlégrale  complète  sera 

1,  =:^  U  +  V. 


()"'"  Exemple. 


Chercher  u  =  f(x,  y, '/)  otanl  donné 
u==f(x,y)  fOur  7=0,    —  =?=-f(x,y)  pour  z=0. 


Solution.  En  posant  m  =  ±y  a^+fi'*  ,  lëquation  proposée  sera 
satisfaite  par 

u  =>  cosav  cos .%  c™* , 
par  conséquent 

tt  -  cos«(/.-x)cos/3(v-«y)[e^^^^+^+ 6--^^^^+^]  , 

est  une  intégrale  particulière  de  I  équation  (1.  Cette  équation  sera 
donc  aussi  satisfaite  par 

F(Mcos«(A^-a;)cos/3(y-î/)[e''^"*+^'  +  e"''^"*+^']rf^^iSc//xfi'i/, 

et  par  suite ,  par  la  somme 


00  00  GO  00 


U  =r    r   C  /F(^,v)cos«Ca— x)cos^(v--2/)[f'''^"*  +^' 


—00  —00  — 00  — » 


^.e-=>^«'+^']rf«rf|3d^(fy. 


(4C2) 
Donc  la  V  partie  de  Tinlégrale  ehcroliée  sera  : 


QO  00  QO  QO 


^'  "^W^^J  J  y\/'?(''»'')cos«(/c.-x)cos/3{i»-y)[e='^*'+^' 

OO  GO    — OO  »  «l/„lifli 

et  on  trouvera  pour  la  2^'  partie 

CO         00         00         00 

V =y  urfr  =- (— )»y"  y*  y  yki«.  »)  cos  «(/«-x)  cos /s(v— y)  X 

—00  —00  —00  00 


^  dadfiiffidv  ; 

par  conséquent  intégrale  complète  sera 

T"*  Exemple. 

Chercher  u  =  f(x,y,l)  étan^  dontié 

d'u        d^u  d^u  d^u 

"dF"*"  dx4"+  dx'dy  "^  dy^   ""     '      ^ 

u  — ç)(x,y)  pour  t=0,    _.=vp(x,y)  pour  1=0. 

Solution.  Pour  ifc»=a'-|-/S%  on  trouve  que 

ti = cos  (ccx)  cos  (^)  cos  (kt) 
satisfait  à  (1  ;  on  peut  donc  prendre  pour  une  intégrale  paili- 
eulière  de  (1 ,  l*expressîon 

u  •=?»  eosa{jx — x)  cos^S  ^v — y)  cos  {a^-{-fi% 
En  raisonnant;  comme  dans  les  exemples  précédents ^  on  trouve 
pour  les  deux  parties  de  l'intégrale  cherchée  : 

00         00         00         00 

u  =  i-T-yJ'  f  f  J'f{fi,v)eosa!^-x)cos&{u—y)cos{a'+ef]t 

—  CO  00  —00  00  da'ffiil£''f, 

00         00         00         00 

v=/urf/ = (  5-)*y  y  y  j'-^pw)  «>«  «(/*— a^)  cos/3{»-if) 

par  conséquent  l'inlégralc  complèle  est 


{  465  ) 
(6)  MÉTHODE  DE  CAUCHY. 
(Voir  le  Journal  de  l'Ecole  polytechnique,  19  cah. ,  p.  345-570). 

En  pratiquant  la  méthode  précédente  on  doit  chercher  par 
tâtonnements ,  ou  guidé  par  des  propriétés  puisées  dans  la  nature 
de  la  question,  une  intégrale  particulière,  c*est-à-dire  une  expres- 
sion qui  satisfasse  à  la  proposée.  La  méthode  de  Cauchy,  quoique 
basée  sur  celle  de  Fourier ,  n*exige  pas  cette  donnée  préliminaire  , 
et  les  préceptes  dont  elle  se  compose  impliquent  la  détermination 
de  cette  donnée  elle-même.  Pour  rendre  rinlelligence  de  cette 
méthode  plus  sensible ,  nous  commencerons  par  des  cas  particu- 
liers en  réservant  pour  la  fin,  Texposîtion  générale  du  procédé. 

1"'  Exemple. 

Cherche!'  u  =  f(x,y,t)  étant  donné 
d*u  d^u  d^u  d^u 

m^+''*(d5^"^^d?dr'^"dy^^^^'   ^* 

^      du         ,,      , 
u=ç)(x,y)  pour  t-=0,    -j—  =  rlx,y)  pour  t  =  0. 

dt 

Solution.  Soit  To  une  fonction  de  ty  telle  que  Ton  ait  To^l , 

rfT 

— -î  =- 0  ,  pour  ^  =  0,  et  supposons  de  plus  que 

satisfasse  à  Ja  proposée  (1 ,  et  que  Ton  ait  par  conséquent 

î^  +  6>[«'+^'PT.=0. 
Gela  posé,  il  est  clair  que  les  expressions 

satisferont  cgaicment  à  réquation  (1. 


(  464  ) 

Les  limites  relatives  h  a  tl  fl,  clans  celte  cleniière  expression, 
sont — 00  et  -foo;  celles  qui  se  rapportent  h  f^  ei  h  v  sont  des 
valeurs  quelconques  ^y  s]  y,yk;  pourvu  que  ces  nombres  com- 
prennent les  variables  /l  et  v. 

Pour  U=sQ  y  on  doit  avoir  u  =  f[x,  y),  par  conséquent  pour  cette 
valeur  de  t,  1  expression  (3  devient  : 

GO         QO         '  * 
OO  —00  i          ïj 

et  comme  on  a  aussi,  form.  (120),  liv.  ni, 

,(.,S,)_(^).////'o.„)."<«-'>'^.'(.-)'^' 

— Qo  — OO  0      «}  dadpdfid'j , 

il  suit  de  ces  deux  relations 

1 

Par  conséquent  (3  devient  : 

— 00— ooJ      n  dxdfidfidv.     (i 

On  tire  de  cette  formule,  qui  est  la  1"  partie  de  Tintrgrale 
complète  , 

— --  =  0  ,  a  cause  de  =  0.  ili 

dt  dt  ^ 

Pour  avoir  la  2''''  partie  de  Tintégrale  cherchée  ,    supposons 
que  Ti  soit  une  fonction  de  tj  telle  que  Ion  ait  Ti  — 0,  pour 

;  «  0 ,  — —  =  1  ,  pour  /  =«  0 ,  et  que 

satisfasse  à  la  proposée  ;  ce  qui  exige  que  Ion  ait 

alors,  je  dis  que  la  2^"  partie  demandée  sera 

-ce-»*      ,  ^  dadfidftdv,    ij 

et  que  l'on  aura  pour  l'intégrale  complète 

u-U+V.  (8 


(  *6î5  ) 

En  effet,  1"  U  et  V  satisfont  séparément   à   (i  ,   donc  leur 
somme  u  y  satisfera  aussi  ; 

2»  Pour/  — 0,  on  a  T.=rO,  donc  V  =  0,  donc 

n  =  U  — y(x.î/)  ; 
,    ^  du       rfU    .    dV 

dt        dt  ^    dt  ' 

.      A      1     •     .    ^U       ^      ,  du       d\ 

or  pour  f=0,  il  vient  =  0,  donc   — = — ; 

^  '  dt  '  dt        dt  ' 

rfT,       ,  du      ^,      ^ 

et  comme   — ;— «-i  ,  on  a   — r  ='»p(x,î/). 

En  menant  pour  U  et  V  leurs  valeurs^  Ion  \oïi  que  riiilé- 
grale  complète 

.  -,  J-  )./ //  /' fr.  ,)T..-<.-'!''--.«»-)-=î 

— 00  — «  J      ij  djcdfidfidv   {- 

—  flO  — oo  J        y^ 

serait  déterminée  ^  si  Ton  connaissait  les  fonctions  T«,  T, ,  don- 
nées par  les  propriétés  : 

T  =1      ^3!l  =  o 
"         '      dt  '     , 

^ff  )  pour  /  =  0,  (10 

Pour  déterminer  T»,  T, ,  observons  que,  5  désignant  une  fonc- 
tion de  /  et  de  V ,  si  on  avait  la  relation 

s==T„+Ttt;  ,  (12 

les  conditions  (10  seraient  remplies,   pourvu  que  s  jouisse  de  la 
propriété  de  se  réduire  à  1  pour  ^«=0,  et  que   Ton  eût  pour 

ds 
la  même  valeur  de  ty   —  =:v.  On  obtiendrait  en  même  temps, 

à  la  place  des  deux  équations  (11,  Féquation  unique 

^+t'(^'  +  /^')*  =  0.  (12 


(  466  ) 
Cela  posé,  comme  on   doit  avoir  s  =  l  ,    — =f,  pour/=0, 
les  inlégrales  particulières  de  1  équation  (12  seront  de  la  forme 

'  di 

et  par  suite,  en  substituant,  (12  donne  : 

t«-f-6V  +  ^')'"=0;  (13 

d'où  Ton  tire  : 

Par  conséquent  les  deux  intégrales  particulières  de  (12  sont 

donc,   à  cause   des  conditions  dç  s=l,    ■7-=!;,  pour  /=0, 

dt 

rintégrale  générale  sera 

2i;o(t^t;J  ^  2t;,cr-i;.)  )  '         ^ 
ou  ,  à  cause  de 

1  i  l  V 


4*  A*     * 


v.(i--) 

1         __*_*' 

'•*(«'  +  ^')-[-^  +  ^Jf  +  elc.  (16 

Il  est  facile  de  se  convaincre  à  posteriori  que  la  valeur  (i<i 

//je 

ou  (16  de  s  se  réduit  a  1  pour  f=0,  et  que  Ton  a  —  =r, 

pour/s=0.  Donc,  en  comparant  les  équations  (16  et  (12,  on 
en   conclut  : 

— -  +  -— 
IV  ^  2r,> 


(467  ) 
Soil ,  pour  abréger,  Ao=  —  6\^'+i9')'  > 


^Vol  f,V,t 


"ivJ    '    2t?. 


3     > 


donc     — —  =  -T H  TT-—  , 

d^R  _  c"-'  4-  e*'* 

lîF  ~         2         ' 
on  aura  : 

dR 


(18 


En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (9 ,   on   obtient  , 
pour  l'expression  de  l'intégrale  complète  , 


^      17      —00   — 'OO 
«  X  QO         00 


•/ «^         '  ^2«-^./    ^       *  dt  Xd*d^  + 


t  t         K  00  QO 


0       ^    >,  -"-«  e^^-'^'^-Uair^.   (20 

Cette  expression  peut  être  simplifiée  en  posant  : 


00         00 


Q=(l.).  //Re<*-'')^-^''(î'-)^-»d;xrf^;  (21 


—00  00 

doù  : 

00  00 


-^-T-ii'//  *-^ ."-""-' ."-'"^-"^  i 


—00  —00 


,nir 
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(  468  ) 
on  a  donc  : 

t      h  t  i      k 

i      Yl  0  i    ri 

Mais  à  Taide  de  Téqualion  (21     on  forme  aisément  : 

et  comme  on  a  -^  — ApR«0  (on  s'en  convaincra  par  la  subs- 

(itution  des  valeurs  de  A. ,  R ,   -j^ ,  )  il  vient  -j- A.Q  =0 ; 

d'où  Ton  tire,  en  différentiant  : 


—00  — OO 
OO  00 


00   —00 

=  p.  (23) 

Cette  expression  réduit  l'intégrale  complète  (22  à  la  forme  : 

t     h  t         t      h 

J       D  0  *       U 

Pour  achever  le  calcul  de  ti,  il  suffira  de  réduire  la  double 
intégrale  représentée  par  P.  A  cet  effet  ^  on  a  : 


00         00 


p=(_L),//  î:i±fi,<^'^)^-\^^y-^3,d.3, 


2t 

—00  —00 
00         00 


1      ce  ^''°'  4"  ^*'"' 


—  00  — 00 


(i)'// 


»   ^  61/— 1  («•+P*)'   I   ^— *'^— >  («'+i'')< 


2 

— <0  — 00 


X   cosa(x— jx)cos/3(y— v)(Lt(/i5. 
Mais  on  a,  par  la  form.  (25)  du  v"'  liv., 

ao   00  GO    00 

yyf(*'+,3')  cos  ««';/3</*(//3=2yysi„  gcos^"*+^'^f(a/8>U^; 


0    0  0   0 


(  *G*J  ) 
donc,  en  posant,  pour  abréger 

s  =  {x  —fi)*  +  (y—  i/)' , 
on  obtient  : 

0       0 

0     0 


(2<x(//3. 


Pesons  abt=ce!  ^  da==*  -r-,  les  limites  ne  changeronl  pas  ;  et 
Ton  aura ,  en  omeltant  les  accents  : 

OO      00 

11/*/*  sa 

^^^-^^^TiJ  J  cos(«/')8in/'cos_d«i?, 

0     0 

00  00 


20     0 

00  00 


—00    0 

Mais  si  dans  les  formules  de  Fourier  [voir  liv.  m,  form.  (98^, 
008)1 

00  00 

f^,^)  =«  2^y  A»y  ces  <x—A*)  i{fù)ifL , 

^00   0 

00  00 

0=-^J daj cosa{x+fA)t{fL)dfi , 

—00   0 
g 

on   fait  At=  /î ,  X  =a  -rr- ,  f (ac)  =  sin  Z'  ,  on  trouve 


00        00 


/dccf  sin  fi cosu[P—^^  ) rf^  =  2t  sin  ^  , 

00      0 


00  00 


fi»f%\w  fi  cos  a  [0  +  -^)dp==O; 

— 00    0 


(470) 
on  a  donc  : 

P=5(-r-)*«  r— '«ÎTsin -7^-=  7— T^  sin  •— 7- 


sin 


ixbt  ibt 

et  par  suite ,  pour  Fintégrale  cherchée  : 

0         '     Il 


S"*  Exemple. 

Chercher  ussf(x,y,z,t)  «toiU  donné 

d»u       .    ,  d'u    ,    d'il   ,    il'u .       -  ,, 

b*i ! 1 )■— 0,  (1 

dl«  Mx«  ^  dy»  ^    dz»  -*         '  * 

u=f(x,y,z)  pour  t  — 0,  -^  — ••/'(x,y,ï)  pour  1  =  0. 

satisfesanl  &  l'équation  (1 ,  ce  qui  exige  que  l'on  ait  : 
d'T. 


dt 


4-6V+/8'+/")T.-0,  (2 


^  +  t'>>  +  0«+7«)T.-O,  {3 

on  trouve,  en  opérant  comme  dans  l'exemple  précédent,  et  en 
ayant  égird  à  la  form.  (1*21)  du  m""  livre,  que  l'intégrale  cher- 
chée est  de  la  forme  : 


«    *    ç 


OO  QD  OO 


'î       ÎJ        C        — OO    — OO    —00 

e'('-*>  ^^-'f  (/t,v,a)  J«  d?  di  dfi  dj  is,  + 


(  47i  ) 

pourvu  que  les  fonctions  inconnues  To ,  T, ,  de  la  variable  t,  soient 
telles  que  Ton  ait  : 

dT 
T,=  l  pour  /=0,    -^  =  0  pour  <  =  0  ; 

dT  ^  (^ 

T.=:0  pour  J=0,    -7-^  =  1  pour  r=0. 

Ajoutons  aussi  que  les  intégrales  relatives  è  ccj  p,  y  ont  pour 
limites  — oo,  -{-oo,  tandis  que  les  limites  des  intégrales  qui  se 
rapportent  aux  variables  fj^yV^a  demeurent  quelconques,  avec  la 
seule  condition  qu*elles  comprennent  ces  quantités. 

Pour  déterminer  To ,  Ti ,  observons  que  s  étant  une  fonction  de 
I  et  de  i',  si  Ton  avait  : 

5+T,  +  T.t;,  (6 

les  conditions  (5  seraient  remplies ,   si  s  était  tel  que  Ton  eût 

5=1  pour  t  =  0         ] 

--  =a:t;  pour  (:=0  ;       ) 
di 

ce  qui  exige  que  s  soit  de  la  forme 

S  =  e''*.  8 

De  pluS;  à  l'aide  de  Téquation  (6  ,  les  conditions  (2  et  (3  se 
réduisent  à  la  condition  unique 

Mais  comme  (8  doit  satisfaire  à  (9  ,  on  trouve  : 

v«-[-6'(««  +  /3«  +  y«)=0,-  (10 

d'où   :  t;o  =  6k^^(«>  +  /3«+y«)^,       ) 

Par  conséquent  les  deux  intégralei  particulières  de  (9  sont  : 

donc,  en  ayant  égard  aux  conditions  (7,  Tintégrale  générale  de 
cette  équation  sera  : 


(47Î) 

-  6V-' +  /»•  + v)L  2^7? -2;;tJ«' +  «"•••>   (*3 

qui  se  réduit,  comme  il  est  facile  de  s*en  convaincre,  à  1  poor 

/  —  O,  et  donne  --s=:©,  pour  («0. 

di  '^ 

En  comparant  (13  avec  (6 ,  on  trouve  : 

Fcsons  pour  abréger  b\a^  +  /»'  +  ^*)  =  A.  , 
d  ou  :  —  — f-  -T —  , 


dr  2t?o  ^  2«.    ' 

c/R 
on  aura  :  To=— A.--— ,  T,=  — A.R, 

di 

et  on  trouvera  aisément ,  par  la  substitution  des  valeurs  : 

d'R 


lii 


de 

Soit  maintenant 

00         CD         CD 


+  A,R  =  0.  (15 


on  trouvera ,  à  cause  de  (15  : 


(473) 
On  tire  de  celle-ci  : 

f7)      -A^  =  ^^ 

00  OO         QO 


[^yfff  ^,<-/.)^=ï/(y-')'^-V(-«)^-^  rf«^w/ , 


00  —00  —00 

et  de  (16  : 


00  00        00 


Xc^       ^         daâftd,. 
Cela  posé  ;  Fintégrale  cherchée  devient   successivement  : 

c     h     Ç 

— 00  — 00  —00  dxdPd/  -}- 

/   /  f44ji,9,&)dfLdvd&X 
i     n    9 

—00  —00  "^00 

c     X;    Ç 

=jJJf{f^yV,A)dfidydaX  —  A.'^'{' 

i     n    B 

yyy^^(c.,  y,  ô)  rf/^  rfj.  dû  X — AoQ , 

«    ^   Ç  dO 

'^///f{fjt,Vj&)dfidvd&X--A.o^  + 

t       *   k  i; 

0         ^     >}    6 


(  474  ) 

«    k    ç 

t         «     îb    ç 

f^[/^f/kf^f^^^'àfidyd6^.^.    (19 

0       V  %    fl 

Nous  allons  procéder  maintenant  à  la  réduction  de  Fintégrale 

(PO 
triple  représentée  par  -ry. 

Pour  cela  écrivons  à  la  place  de  Téquation  (17  : 

QO         00  00 

HF  ^  ^^^^'f  f  f  IdF  ^^^ «(x-A») cos p (y-v) cos /(s-«) 


00         00        00 


^V  wV  wv 

^     r  r  r  e'o'+e*'* 

=  (27)7   y   7     2 cos«(x-/«) cos /»(»-»)  X 

-00 -«o—  C08(«  — a)rfarf?A, 

= (  yssf ? 


X  cos tf (x — /ca)  cos  fL  (y— v)  cos  /  {z — a)dadpdï. 
Mais  on  a  ,  par  la  form.  (11)  du  v"*  livre  : 


co        00       00 


/*    /    /^...  f(a«-j-iS«-j-y«-{-...}cosaacos6^coscy  ...rftfdpd'/... 

— 00  — flo  —00 

n— 1 

==(_!)   2  2n^i^  2  ^^__     r  cos *^«f («*)(/*; 


2       ~"® 


(f5 

donc,  pour  n=3,  5=r*=(x  — A*)«-f  (y— i^)«-f-(j3— «)•,  on  a  : 


— 00 

00 


= ; —   -T-  /  COS  ^  met  cos  \aC)() , 


-00 

00 


: 7-   /  cos(m)cos(a!/Orf*« 

P.  ""*      (20 


(47S) 

En  substituant  cette  valeur  dans  (19,  l'intégrale  chcrchce  prend 
la  forme  : 

*    h  Ç  t         t    h    ^ 

^    n    0  0         ^    >i    0 

Cette  forme  n'est  pas  la  plus  simple ,  car  l'intégration  dési- 
gnée par  P,  peut  être  effectuée ^  en  considérant  l'expression 


QO 

/cos  (r^)  cos  {ptbi\  da, 


QO 


comme  la  limite  par  rapport  à  A  de  Texprcssion 


00  

/  e  ""^    "'cos  (abt)  cos  {ra)da  , 


■oo 


A  étant  une  quantité  infiniment  petite  ;  qu'il  faut  remplacer  par 
zéro  après  les  intégrations  finales. 
Or  on  a  : 

/GO  00 

e  —^    "'cos (abt) cos (ra) d«  =  2  /e""^*cos (abt)  cos {rajda  , 


^00 

00  00 


« /«"^"'cos  a  [r-'bt)da  + /è""^*cos  <<  (r -f  bt)da  , 


0  0 

A 


^  + 


Comme  r=[(ft — ir)'  +  (''""y)'"F'(''^  —  ^)'?>  est  positif  entre 
0  et  Qo^  le  second  terme  du  ^  membre  est  nul.  Il  n'en  est  pas 
de  même  du  1"*^  terme,  car  si  r — 6/  est  aussi  infiniment  petit, 
ce  qui  arrive  lorsque  r  diffère  infiniment  peu  de  bt,  alors  ce  terme 
cessera  d'être  infiniment  petit  ou  nul  ;  on  a  donc  ,  pour  celte  va- 
leur de  r  : 


00 

/  e  ~  ^    *  cos  {abt)  cos  (r«)  da 


•00 


A*+(r  — 60'    ' 
par  conséquent  : 

P=^  — .  ^  r  ^  -|_      *      .ItZîîEE^fLl 

^       4;rr  *  dr  *- A'-f-^r— 6/)'  -■        iyrbr  *  dt 
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{  *76  ) 
par  suite  l'intégrale  clierchée  sera  exprimée  par  : 

c      I     Ç 

«    i     ç 


^     *j      6 

Il  faut  observer ,  qu*aprcs  avoir  effectué  les  intégrations  indi* 
quéeS;  on  devra  poser  A=fO. 

On  obtient  pour  l'intégrale  u  une  forme  indépendante  de  A, 
lorsqu'on  introduit  des  coordonnées  polaires. 

Soient ,  en  effet  ^  x,yyZ  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine , 
on  devra  poser 

/K  =  x  +  rcos/),  i/«=y +  rsinpcosg,  û=»z  +  rsinpsinç; 

et  Ton  trouvera,  par  les  règles  du  1"  livre,  pour  le  changement 
des  variables ,  dfi  du  da '^f^sinp  dp  dqdr.  Supposons  de  plus  que 
les  limites  des  intégrations  J',  f  ,  etc..  soient  — oo  ,  +»,  alors 
les  limites  des  nouvelles  variables  seront 

ic  2it  ^ 

0  0  6 

par  conséquent  la  form.  (22  prend  la  forme  : 

«'=-^;^y  y  y^'tar-t-rco"^/;,  y+rs\npcosq,  r  +  rsinpsinç) 

A 


—^  ^  / //?(x  +  rco?;j,  ?/+rsinpeosgr,  ri+rsinpsinç) 


«r     2t    go 


0     0      0 

A 


X  ?,^^(r^bt)^''^''''P^P^9<ir. 


(477) 

Comme ,  par  hypothèse  r  diffère  infiniment  peu  de  bt ,  on 
peut  écrire  : 

;/'(x-|-rcosp,  y  +  rsinpcosq ,  z4-*'sinpsinç)rsin/)  =s 

^{X'\-btco3p,  y'{'btsinpcosq  y  z  -\-  bt8inpsinq)lHsinp  ; 
donc  : 

00 

y    A-^(.     Ana^^+^^^^P^  î/+rsinpcosç,  5:  +  r sinpsing)  X 
rsînpdr  =  ;p(x4-ft^cosjo,  y+6^sinpcosç,  z-j-ô^sinpsinç)  X 

00 

btsinpj—— -—  «T6^sinp'^(x-{-6fcosp,  y-{-6rsinpcosç, 

z-^-bt  sinpsinq. 
On  a  donc  aussi  : 


00 


c/A'+tr— 60'^^^"^^^^^'  y  +  rsinpcosg,  ^r+rsinpsing)  X 

rsinpdr  =  «'6f  sinp;/;{x-|-6^cosp,  y+6f  sinpcosç^z-l-ôfsinpsinç). 
On  a  donc  enfin  : 

u  =  — //^sinp»p(x4-6^cosp,  2^-f  ^^sînpcosg^  z+tfsinpsing) 
0  0  rfp<^4- 

— :  -T-  /  / ^^i^P?{x  +  btcosp,y+btsiupcosq,  z+felsinpsinç) 
0   0  dpdq.     (23 

Cette  intégrale  est  due  à  Poisson. 

3""  Exemple. 
Chercher  u  =  f(x ,  t)  étant  donné 

di*  ^  dx»  '        ^ 

u  =  î)(x)  pour  1=0,  —  —  .//(x)  pour  t=0. 
Solution.  Si  To ,  T, ,  étant  des  fonctions  de  i ,  les  expressions 

salisfesant  à  la  proposée,   ce  qui  exige  que  Ton  ait  : 


(478) 
rintégrale  complète  sera  de  la  forme  : 

C  00 

20     u=^f/T,e<'-''^'^'?{f.)dMdx  + 


2t. 


«  00 


Lf  fî..<'-''^^-Hm^d», 


(3 


9       — 00 

pourvu  que  les  conditions 

T-0     ^=1 

pour  (=0^  soient  remplies. 

Mais  en  supposant 

5=T.  +  T.t;,  (4 

«  =  c*«,  (5 

les  conditions  (3  seront  remplies,  puisque  pour  fssO ,  on  a 

5bs1,    —  =  v.     De  plus,  Téquation  unique 

^ «'«  =  0  ,  (6 

remplacera  les  deux  équations  (2. 

A  cause  de  (5^  l'expression  (6  donne  : 

t?'  —  «"««O,     d'où    t?o=!-|"^>  Vt  — — a, 
et  par  suite ,  les  intégrales  particulières  de  (6  seront  : 

5  =  e^o*  =  e"%    «ssc^'^  —  c-**.  (7 

On  a  donc  ^  pour  l'intégrale  complète  ou  générale  de  (6  , 


5  «  (i;>— a>)  j  2^t;_v„)  +  2t?.(t;— «0  )  ' 

-'''t2;;T+2;;7]+«-[2ï;7+2;T]«'  +  etc.       (8 

Par  la  comparaison  de  (4,  et  de  (8^  on  trouve  : 


(479) 
Pesons  R_         +__,         d'où: 


d'R 


dT'  2  2         '       "^  d^ 


et       Q  =  l-/Re"f*-''>^-V., 


2«- 

CO 


00 


2ir 

00 


dt        2^t/  dr  ' 


■00 


^  _  a>Q  =  0  :     d'où  : 
d(*  ^  ^ 

00 


•00 


2«-c/  2  ' 


•00 


Par  conséquent  l'intégrale  complète  (2'  deviendra  : 

$  00 


*  00 


/^(^.^/T.e^*-")"-^*», 


•00 
00 


/,(.*.i;/.-§."<-"^-'i.+ 


^  —00 

'  00 


f^if^)df^'  i^/«'Re-(— )^-»d.  , 


i  00 


-frWf^-**^t  +y'''W'''*-*'Q  ' 


(  480  ) 

^  i 

<  c 

t  c 

Mais  on  a,  par  (9  : 

p  _    1    /e"  +  e-«>   .(.-,)•-, 

2.t/  9  ' 


2 

•00 


1    /"°°e"«  +  r-"' 

ijy     5 cos  «  {x—it)it  ; 


IxJ  2 

—  00 


donc  : 


w-=  2^y^W^^    2 cosa(x  — ^)d«  + 


00 


1     /  /•   e«*4-e-«' 

^JylhAàfifdlJ     '- CQSa[x  —  iL)dA.  (10 


2 

J  —00 


— -!- cos  tf  (x — /t^y* , 


•00 


nous  introduirons  le  facteur  fr^^*  y  k  étant  infiniment  petit ,  et 
nous  considérerons  Texpression  précédente  comme  la  limite  pr 
rapport  à  ifc  de  Tintégrale  : 

5 C0S«(X— ft)<lz; 

00 

on  aura  alors  : 

P  =  — y     ^ cos«(x--^)d». 


•00 


(481  ) 


GO 

00 


t    ..  «' 


1         /^— Jfe(a-.-.)«       — 

^  /  e  ^^^    •  e '**' cos  ûc  (x  —  i^]du  , 


00 

00 


1  il    /* 


—  Z;(a  — i-)» 

e  ^^*    cos  a  (x  —  ^)rftf  -f- 


■00 


< 


•00 


En  eiïectuant  les  intégrations  indiquées,  et  en  ayant  égard  à 
la  formule 


/ 


00  __^ 


e       a 


—  00 

f 

on  trouve  ,  en  posant  ^  =  x  +  SA'a? , 

il     « 


■00 
/»  00 


l/Â 


00 


4°*'  Exemple. 


Chercher  la  valeur  de  u  =  fix,y, z,t)  étant  donné 

u=aj»(xjy,2)  pour  t  =  0. 

Solution.  En  supposant  que  Toc"^   ""^e^^   ""^c^^    ""^  ,  salis- 
fiisse  à  (1 ,  c  est-à-dire  que  l'on  ait  : 


(  482  ) 
on  aura  ,  pour  la  forme  de  l'intégrale  complèlc  : 

i     11     $     00  — oo  — oo 

pourvu  que  Ton  ait  :  To==l  ,  pour  ^==0;  donc 
devra  satisfaire  à  (2;  on  a  donc,  en  substituant  : 

donc  T,=-e-'*(«"+^"+>*). 

Par  là ,  on  obtient  à  la  place  de  (5  : 

i    71    9     — 00  — oo  — CD 


c    h   % 


00         00         00 


=///'*'.-**^..(l)///.-'-+'-+"''x 


0      1}      0  —00  —00 00 


^,a(x_^)|/i:î^(y-.r-lçî'(=-«)|/=îrf^rf^J,. 

Soient         «  =  (x  —  A£)'+ (y  — /«)*  +  («  — fi)*, 


——00  —00  —00 


OO  00  00 


=  (±)3 /'  /*    r  e-'*(«'  +  ^*+^%os«(x-A.)cos/3(y->) 

_Qo  — Qo  —00  X  cos  /  {z  —  &)dadfid. 

Mais  à  cause  de  la  formule 


00         00  00 


r  I     /...f(jt*-}-/3*4- >'+..•) cos fliZ cos 60 cos cv  ...  dadfid/,..^ 

-00  —00  -—00 

«—1 


(  483  ) 
on  a,  pour  n=»>,  cl  à  cause  de  la  formule 


00 


yc-««*'coss*a(fcc=  (—)*<?     ^«S 


at 

•00 


00 


8t^     cfc 

—  00 
00 

1       d 


!2;r*     «te*/ 


^00 

P  SX — > 

S 

*  407 

=  i iC  ' 

8  (to/)' 

(/.-«)' +(»-y)'  +  (a-»)' 

8  (ot)  • 

donc  enfin  : 

ci; 

a=/     /     /  P  f{/i,v,6)dftdvda  , 

Nous  allons  terminer  Texposition  de  la  MéthQde  de  Caucliy^  en 
traitant  l'exemple  général  qui  comprend  tous  les  précédents^  savoir: 

5"*    EXBMPLE. 

Chercher  u  =  f(x,  y,z,  ...  t)  étant  donné 

u  =  fo(x,y,z,...)  pour  t  =  0,  —"=  f,(x,  y,z,...)  potir  t=0,  etc. 

d™"^u 

— ^  =  fni-i(x,  y,  z  ...)  potir  t  ssO  ;  on  supjwse  que  le  nombre 

de5  variables  x,y,  z..^  e$t  n. 
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(  484  ) 
Solution.  Supposons  que  les  expressions 

(I'   T.e'^'^h^y'^^e^'''^..,  T.e'^'^-^eft'^^^e'"^..  etc., 

Tui-ie**   ""^e^^   ""^c'"   ""^•..,  satisfassent  à  la-  proposée  (1, 
et  que  Ton  ait  par  conséquent  : 


d»T. 


etc. 

il  est  clair,  qu'en  soumettant  les  fonctions  de  t  désignées  par 

aux  conditions  d'avoir 
T.-l,   -^  =  0,   ^=0,  etc.,  pour  (=0, 


dT.      rf«T. 
dt*  '      d<« 


T-  =  0'   ^,    -3n^  =  0,  etc.  pour  *=0 , 


''•-^'    ^=^'   ^'=l,pourr=0,  /     l^ 

etc. 

Tm_i  =  0,  —^  =0,  etc.,  ■  ^^^^     =1  pour<=0, 
et  en  fesant 

f„ (/(/,!/, fi  ...)dfidvd&  ...  dadfid/  ...j 
etc.,  etc. 

«'m-l — i-^— )  JJJ  **'  im-l«  C*^"^  X 

o!î  mira  pour  Imlégrale  complète 


(  485  ) 

En  effet,  !<"  cliacnne  des  relations  (4,  à  cause  de  Hiyp.  (l^ 
satisfesant  à  la  proposée ,  il  en  sera  de  même  de  leur  somme. 
2*  Pour  r=0,  on  a  f^-«0,  etc.  tini-.i=0,  donc  u  —  t**  — 

^^"  "  =   ■5r  =  ir  +  ir  +  -+  Â==î-;  ^onc,  à  cause 
des  relations  (3,  on  a  :   "7--=0,  etc.  ;ï^^  =  0,  pour  f=Oj 

f,(/ec;y,...)((/c£(fy  ...  dadfi,,. 

etc. 

Cela  posé,  si  Ton  avait  la  relation 

et  que  la  fonction  s  soit  telle  qu'on  ait,  pour  fsaO^ 

ds  d°-"^« 

(7,  *=l,  -^^^v,  etc.,  ^jj^  =  «»-S 

ce  qui  exige  que  s  soit  de  la  forme 

5=e^  ,  (8 

il  est  clair  que  les  conditions  (5  seraient  remplies  y  .et  qu'en 
même  temps  les  équations  (2,  pourraient  être  remplacées  par  la 
relation  unique 

g_(_l)ia(a«+/3«  +  v'  +  ...A-0.  (9 

Mais  puisque  (8  doit  satisfaire  à:eette  relation ,  on  trouve 
t;»„(-iya(a*+0*^-y'+  ...Ys=0;  (10 

et  si  nous  fesons 

A«  =  (-.iy.a, 

et  que  A«,  A.,  ...  Aji.i,  désignent  les  m  racines  de  cette  équa- 
tion ^  on  trouvera  9  pour  les  m  racines  Vo^t^i,...  Vm-i»  de 
l'équation 

t^"  =  MVfl(«'+^"  +  y  +  ...),  (il 

l 

les  expressions  :     Vo=Ao(«'+/3'+y'  +  . ..)**, 

f.  =  A. (i**+/3»+ ■/«-+..) ^,  etc.,  i?ni-i=Afl,-i(««+/5«+y*+..)''* 


(  486  ) 
et  par  suite,  les  m  intégrales  particulières  de  (9  : 

Ces   intégrales  devant  satisfaire   aux   conditions  (7,  si  nous 
fcsons  pour  abréger 

F(y)  =  V"  —  Ao ,  F'(i/)  =  mt^-»  , 
on  trouve  pour  l'intégrale  générale  de  (9  : 


'B^— 1 


))' 


— ;r-i ! ; r  +  •••  + 


c«-»* 


En  développant  cette  dernière  expression  en  série  ordonnée 
selon  les  puissances  croissantes  de  v  ,  on  obtient  : 

1 ^  +•••  H î  + 


La  comparaison  des  relations   (12  et  (6,  fournit  : 


gr.«  ^v,t  ç«^-»« 


To  =  Ao    — — +  — r^  +  ...  + 


mVfT  WlVi"      '  WVm 


^! 


etc.  etc. 

Soii ,  pour  abréger  , 


(  487  ) 
on  aura  : 


(15 


/£»— iR  #!«»— *R 

«'   T,  =  A.^,  T.=A.g^,e(c.    T^  =  A.R.       (U 
Soit  de  plus 

— ®— «  dadfidy  ...,     (15 

on  aura  : 

-5pr-A.Q^0;d'ou:    ^_A.^=0. 
Donc 

=  P.  (16. 

Si  dans  (5  nous  mettons  pour  Uoy  Ui^  cte.^  tim^i  >  leurs  valeurs 
(4  9  en  ayant  égard  aux  expressions  précédentes  ;  on  trouve  suc- 
cessivement : 


u  =  jy...  fo(A«,v,  û,...)diidvd&  ...  X 

(   ^    \^  r     r  A    ^"^^     a(a;-/*)l/i:î    /8(2,~v)l/=î         .     .^  , 


-—00  — 00 


//*...  f,(/CC,V,  (3,.. .y^rfl/rfô  ...    X 


dl 

— OO  —00 

etc. 


(  488  ) 


_00  00 


[^r  f f  ...AJle"(*-'')^-^''(î^■')'^-^..  ic^i^ ... , 


— OO  — QO 


dr 

m— 1 


J    J  J  —  ^^-yiH'^Vy...)dfjLdv...  Ao  ^^^.1    , 

'^ff'**Pfo{fj^yV,...)dfi,dv...  +  fdtff...V(^{fi,v,..)dfjLdv,..  + 
/fdiff...P{.{fA,v,...)dfidv...  +  etc.  + 

m— 1 
fdtff...V{^^^(jl^y^...)d(JLd^...  (17 


m— 1 


Le  signe  /   est  employé  ici  pour   marquer  m  —  1    intégra- 
tions consécutives. 
Comme  on  a,  par  laform.  (16  , 


00  00 


P-(^)"//  ...£l±!l!±f!r!cos<x-M)eosP(y~v)..i«i3.. 


—  00  — 00 


X  cosa(x — /ca)co9/3(2( — v)....ixrfiS... 
On  obtiendra , .  par  les  formules  de  :  réduction  déjà  citées , 

l""  si  n  est  impair , 


n— 1 


P=(— 1)    2      _1_.^ /cOSaW, 


2      ,f.    2       ""* 


"21  21  2£ 
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2*  si  n  est  pair, 


on  aura ,  à  cause  de  la  formule 


j     y...f(«'+/3«-}-...)coscM5cos6/3...(/js(//S...  == 


00     —X 

n  oo    Qo. 


0     0 

rexpression-  : 

22  2;  21 


~^^.ff 


—-î^ X 


cos(--««^.-_)^«c?«.      (19 

En  substituant  (18  dans  (17,  on  aura  Tintégrale  complète  pour 
le  cas  de  n  impair;  et  en  substituant  (19  dans  (17,  on  aura  la 
même  intégrale  pour  le  cas  de  n  pair. 

t"«  SEcrrioiy. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES 

PAR  L'EMPLOI   DE  SÉRIES  D'EXPONENTIELLES. 


(a)  MÉTHODE  DE  FOURIER ,  LAGRANGE ,  etc. 

Soient  L==0,       (i  /«O, /'«O,  etc.         (2 

plusieurs  équations  simultanées  aux  différences  partielles  , 
ti»f(x,j/,...09  l'inconnue,  qui,  pour  ^-«0,  se  réduise  à  l'état 
initial  ti«='F(x),  F  désignant  une  fonction  arbitraire;  cela  posé, 
la  méthode  qui  nous  occupe  consiste  principalement  dans  les 
points  suivants. 

1 .  On  cherche  une  valeur  particulière  de  la  forme  exponentielle 

satisfesant  à  Téquation  (1. 

2.  On  substitue  la  valeur  (3  dans  les  équations  (2^  ce  qui  con- 
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duitèune  équation  (ordinairement  transcendante)  ^  en  ^,  delà 

forme  ^'«)=0.  (4 

5.  On  démontre  que  les  racines  de  cette  équation  sont  réelles; 
et  en  les  désignant  par 

on  forme  ^  à  Taide  de  [3 ,  la  suite  des  intégrales  particulières 

i.  A  Faide  de  ces  intégrales  particulières ,  on  forme  rintq;rale 
complète 

w^SLAne^^-'ytçn)],  n  =  l,2,3,  etc.;  {6 

S.  et  on  détermine  la  constante  An^  au  moyen  de  l'état  initial 
donné  du  problème. 

(Voir  la  Théorie  de  la  Chaletir^  par  Fourier,  p.  340,  etc.) 
(Idem  Lagrange,  Mécanique  analytique ^  tom.  I,  p.  347,  ete.) 

l""'  Exemple. 

Chercher  u=f(x,t]  étant  donnée  l'équation 


dt  ^  dx'        xdx 

simultanément  avec  la  suivante 

4-cu=.0,  (i 

dx 

qui  doit  avoir  lieu  pour  x  =  r;  (3 

la  fonction  u  se  réduisant  à  la  fonction  arbitraire 

u  =  F(x),  (4 

pour  t=0. 

Solution.  On  peut  d^abord   simplifier  (f,  en  posant  ti»^. 

X 

y  étant  une  nouvelle  fonction  de  x  et  de  t^  car  alors  on  trouve  : 

du^        dy         du^        dy_ y^       d^u  ^_^   d^y         2rf//        iy 

dt  ^  Icdi  ^    dx^  xdx        x«   '    cte»  ~  xdx^  ~  x*rfi  *"  "?  ' 

et  par  suite  l'équation  (1  se  réduit  à 

dt      "    dx»        "•  ^^ 
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Or  on  prouve  aisément  que 

satisfait  à  Téquation  (5. 

Pour  que  la  même  valeur  satisfasse  aussi  à  la  relation  (3^  qui 
subsiste  pour  x=r,  on  doit  avoir 

e    °  *  'çcos^       Ae       *  sm^ça?    ,      Ae  smçx 

X  XX 

pour  X  — r, 

ou  :  çr  — (1— cr)tgrç=0.  (7 

Soient  Çtj  tiif  .:  Çnj  •••  les  valeurs  réelles  de  ç  déduites  de 
cette  équation  y  et  Ai^A,,...  An,  ...  les  constantes  corres- 
pondantes; Téquation  (6  donnera  les  intégrales  particulières 

va;=Aie        •  sm^tX,    A^e       **  smç,x,  ..• 

Ane^^'^^'^sin^nX,  ...  (8 

et  on  aura  pour  Tintégrale  complète 

xu=»2  (AnC""^****'sinçn3c)*  (9 

Déterminons  la  constante  générale  An  • 

A  cet  effet,  comme  pour  (=0,  on  a  ti-»F(x),  l'équalion  pré- 
cédente donnera  pour  cette  valeur  de  t , 

xF(x)  — 2(AnSin^nx).  (10 

Multiplions  les  deux  membres  par  sinvxdx,  puis  intégrons 
entre  0  et  r,  il  vient  : 

r  r 

f  xF(x)  sin  9xdx  =  2  [  /AnSÎn^nX  sin  vx(ix]  , 

0  *0 

r 

s=:£[An  /sinçnxsinvx(/x].  (Il 

Mais  on  a  :  ^ 


r 


/sin  4nX  sin  yxcfa  —  -r r  [ysînçu''COsyr — ÇnSinvr  cos^n'']*  (12 

De  plus  y  en  supposant  que  v  soit  pris  parmi  les  nombres 

on  aura  par  Téquation  (7  : 

_! !^=o- 

TOME  7.    6'"'"  PART.  r>l 
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d'où  ,  r sin  rçn  cos  rv  —  ç„  cos  r^n  sin  rv  =  0. 

Il  suit  de  là  et  de  lëqualion  (12,  qu'en  supposant  Ça  différent 
de  1/^  on  aura  : 


/sin^nxsînvx(îx  =  0  ;  (13 


0 
mais  en  supposant  çu=v\  l'équation  (12  donnera  : 

r 

J  sin^çnxdx  =  ^  =  llr—  —  sin2rç„].  (14 

Par  conséquent,  en  posant  i/=^n,  l'équation  (11,  devient 

r  r 

I  xF(a;)  sin <;xyxàz  =  An/sit\\nxdx  , 

0  0 


d'où  l'on  tire  : 


=  ÎAn[r— ~sin2r^n]  ; 


r 


2/xF(x)sin^n2cdfx 

a;  =  -2 — ^ .  (15 

r —  . sin2r^n 

En  substituant  celte  valeur  dans  (9,  on  trouve ,  pour  Tintégrale 
cherchée  : 


r 


(  2/'xF(x)sinçnac(fx  , 

n=^A ^ 1  e-''*-\inç^x.  (16 

(    r — -- — sin2r«n 

Le  signe  s  désigne  la  somme  de  tous  les  termes  qu'on  obtient  en 
posant  dans  l'expression  qui  suit  ce  signe ,     n  =  1, 2,  3,  etc. 

2"'  Exemple. 

Chercher  u  =  f(x,y,  z)  étant  donnée  V équation 

d'u         d*(i        d*u  

llx»" '*"  "dy»"  '    "dz»"  ~     '  ^* 

simultanément  avec  les  suivantes  : 
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dont  la  première  subsiste  poiir  y  =  1  om  y= —  \ ,  et  la  seconde  pour 
z=sl  0Î4  z= — 1;  de  plus  on  doit  avoir  u  =  l  pour  x=0;  quel- 
que  soient  y  et  z^  pourvu  que  ces  valeurs  soient  comprises  entre 
0  etl 

Solution.  On  prouve  aisément  que  Téquation  (1  est  satisfaite  par 

u=  e"^   **   '  ^  '*/4  cosny-Bcos/7:2:.  (4 

Mais  pour  que  celte  valeur  satisfasse  aussi  aux  équations  (2  et 
(3^  il  faut  que  n  etp,  aient  les  valeurs  que  donnent  les  racines 
des  équations  transcendantes  : 

—  kn  sin  {ni)  -[-  A  cos  (ni)  =  0 ,     —  kpsin  (pi)  -J-  A  cos  (pi)  «=  0  , 

ou  les  suivantes  : 

(«/)ig(«/)-=^,    (potg(po=l^       (S 

Soient  (»/)=«,  (pl)  =  a,  (6 

"*  *i  >    ^a  j   •  •  •  f m  >   •  •  •    >  ^1  >   ''^a  >    •  •  •    ^in  >    •  •  • 

respectivement  les  racines  réelles  des  équations 

M  ht 

on  pourra  désigner  par  ni,  n,,  etc.,  />»,pa,  eic,  les  valeurs  de 
n  et  de  p ,  correspondantes  à  ces  racines ,  et  écrire  : 

W|  —  *-r"  j    Wa  —  •^  ,    •••    ^^m  ^*  ^^  7    elC. 

(G 

Al  Ma  â(f 

L'on  voit  que  ces  valeurs  de  n  et  de  p  deviennent  toutes  infi- 
nies pour  /=0;  et  par  suite,  pour  la  même  hypothèse  de  /, 

Si  nous  marquons  par  A, ,  A, ,  etc.,  les  valeurs  de  A  corres- 
pondantes aux  diverses  valeurs  de  n,  et  par  B, ,  B, ,  etc.,  les  va- 
leurs de  B  correspondantes  aux  diverses  valeurs  de  p,  on  aura, 
pour  j'expressîon  collective  de  toutes  les  intégrales  particulières  : 

e""^'^^'+^'A,nC0sw„y.BrC0spr2;  (7 

Bt  on  les  déduitùh  toutes  de  celte  expression  en  posant  m  =  l,2, 5, 
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Il  suit  de  là  que  Fintégrale  complète  pourra  être  exprimée  par 

w  — 2[e'"*'^''-''*"^''AmCos«œy.BrCosprz]-  (8 

Observons  que ,  pour  développer  cette  somme ,  il  suffira  de 
poser  d'abord 

n=l,  2,3,  etc., 

sans  changer  r,  ce  qui  donne  un  premier  résultat;   puis  poser 
dans  chaque  terme  de  cette  1"*  somme 

r  5=1,  2,3,  etc. 

Pour  déterminer  les  constantes  générales  Âm,  Br,  nous  devons 
recourir  à  l'état  initial,  qui  répond  à  x=0.  A  cet  effet,  on  a 
d^abord,  pour  /=0, 

ti=s[AmCosnBxyBrCosprz] , 

—  lAmCOSWmJ/  X  sByCOS/^Z.  (9 

Or ,  cette  formule  qui  ne  contient  plus  la  variable  x ,  répond 
aussi  à  x  =  0,  comme  le  prouve  la  form.  (8;  et  comme  pour 
xssO,  on  a  u=l,  l'équation  (9  se  partagera  en  deux  savoir  : 

f  =s(AmCOSnmy),      l=2(BrC0S/>rZ).  (10 

Gela  posé ,  multiplions  la  première  de  ces  équations  par 
cos V y dy  j  et  intégrons  entre  0  et  / ,  on  aura  : 

l  l 

/cosvyrfy«=2[Am  / cosnjaycosvydy'].  (Il 

0  0 

Mais  on  a  : 

;  i  i 

J  cos  «a!/  cos  y  ydy  =  5  /cos  (w^  —  v)  ydy+  W  cos  (nm +y)yrfy , 

0  00 

i  1 

—  5  [ sin  (w«-  v)l  +  — -—  sin  (fim+v)/]  ,  («) 

""^      ,_^,J(nm+'^)sin(Wn>— v)?  +  (tt^— i/)sin(nn,+  y)n> 

— r  [  Wm  sin  (nml)  cos  (y/)  -—1/  cos  (njj)  sin  (vl)  ].. 

De  plus,  si  V  est  pris  parmi  les  valeurs  n.,  n,,   etc.,  on 
aura  ,  par  la  première  des  équations  (5  : 

Wm  tg  (timî)  =  V  tg  (y/)  ,  ou  : 

flm  sin  (Hn»/)  cos  (vl)  —  V  siti  {vl)  cos  (l?ml)  =  0. 
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Donc ,  tant  que  v  diffère  de  Wm  ,  on  aura 


l 
/cos  fijolf  cos  vydy = 0. 


0 


Mais  si  Ton  a  y  «  /ce ,  Ton  voit ,  par  {a) ,  que 
i 

0 

Il  suit  de  là,  que  Féquation  (11  se  réduit  à 

l  i 

/cos Wmî/dy  =  An  / COS^flmrfy  , 

d'où  : 

i 

^Jcos^dy 
sin2iini^ 

En  opérant  sur  la  deuxième  des  équations  (10^  d'une  manière 
tout-à-fait  semblable  y  on  trouve  : 

I 

ifCOSPrZdZ 

sin  2pr/ 

par  conséquent  l'intégrale  complète  sera  : 

2/cosn^rfî,  2/co8ftzrfz  )  _,/;;7+;:. 

(         sin2«m<  sin2pr<       '     ) 

+      2ni  ■*■     2p, 


(6)    MÉTHODE  DE  POISSON. 

(Voyez  Théorie  de  la  Chaleur,  par  Poisson,  p.  163  et  suiv. ) 

Soient        L  =  0,     (1  /=0,  /'  — 0,     etc.       (2 

les  équations  données  aux  difTércuces  partielles,  la  méthode  de 
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Poisson  consiste  dans  les  points  suivants  : 

1.  u  désignant  Tintégrale  cherchée,   on  pose 

w  =  2[R,e-*-*],  (3 

et  Ton  substitue  le  terme  général  Rne"***  dan$  Téqualion  (1,  ce 
qui  conduira  à  une  équation  différentielle 

t;==0.  (4 

2.  On  cherche  Finconnue  Rn  de  cette  équation  sous  la  forme 

R„=:Bnf(çn)+etc.  (5 

3.  On  substitue  le  même  terme  RnC""***  dans  les  équations  (2, 
ce  qui  fournira  des  équations  propres  à  déterminer  les  constantes 

^«7    Ça  ,    Çn  j    •  •  • 

qui  entrent  dans  les  exposants  de  (3  ,  et  aussi  propres  à  déter- 
miner les  constantes  Bq,  etc.,  de  (5,  ce  qui  permettra  de  mettre 
(5  sous  la  forme 

et  par  suite  (3  sous  la  forme 

ti=2[AnXn]e"''"*.  (6 

4.  On  détermine  alors  la  constante  An  ;  par  une  méthode  par- 
ticulière dépendante  de  l'état  initial ,  qui  fournit  non-seulement 
la  valeur  de  An  »  mais  encore  des  relations  à  l'aide  desquelles  on 
démontre  à  priori  la  réalité  des  racines ,  ou  exposants  çi,  ^, ,  etc. 

Exemple. 
Chercher  u  =  f(x,t)  étant  donné 

,,  l  k -; âU=-0,  pour  xb — 1 

^=a»^       ri        (2  ''* 

'      dT"'*  '  '^'*  '^■■+'» 

us=F(x)  pour  t=0. 

Solution.  Soit  «—>  R,c~*''4- R,e~*«'-f"  «te,, 

=  s(Rae-*^),  (5 

l'intégrale  complète,  Rn  étant  une  fonction  de  x,  et  de  constantes; 

cela  posé ,  substituons  Rne~*''  dans  (1,  on  trouvera  Féquation  dif» 
férentielle 

d«R„ 


«to« 


+  R.«„»-0.  (4 
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Nous  avons  remplacé,  pour  plus  de  simplicité,  Çn  par  a^^n';  en 
sorte  que  Tintégrale  complète  est  de  la  forme 

En  intégrant  l'équation  (4,  qui  est  du  second  ordre  ;  on  trouve 
aisément  : 

Rn  =  Bn  Sin  ÇnX  +  Bn'  COS  ÇqX  /  (6 

Bn  et  Bn'  étant  les  constantes  introduites  par  cette  intégration. 

Pour  déterminer  ces  constantes ,  en  même  temps  que  les  va- 
leurs des  exposants  Çz,  ç, ,  etc.  Çay  etc.,  il  faudra  recourir  aux 
équations  (2).  En  effet,  pour  que  (3  soit  l'intégrale  complète,  il 
ne  suffit  pas  que  cette  expression  satisfasse  à  (! ,  mais  elle  doit  aussi 
satisfaire  à  (2;  ce  qui  nous  fournira  les  valeurs  propres  de  Çs ,  <;, , 
etc.;  pour  que  (3  satisfasse  à  (1  et  à  (2  à  la  fois. 

Or  la  substitution  de  u=  Rne""*»*  dans  les  équations  (2,  donne 
les  relations  : 

7)  k—^  —  eiRn=0,  pour  x  =  — /, 

8)  A^-|-fi'R„  =  0,  pour  x=l. 

En  substituant  dans  ces  équations  pour  Rn  ,   — -^ ,  leurs  va- 
ux 

leurs  déduites  de  6  ,  puis  remplaçant  dans  7)  x  par  — /,  et  dans 

8)  X  par  /,  on  trouvera  : 

9)  Bn  [ kçn  COS  (çj)  +  ûS'ltl  (çj)  ]  =  Bn'  [ ^  COS  (çj)  —  A'Çn  siu  {çr,l)  ]  , 

1 0)  Bn  [fc. n  COS  (çnO  +  û'  siu  (çnO  ]  =  Bn'  [  kçn  sitï  {çJ)  —  &'  COS  (qj)  ] . 

De  ces  équations  on  tire  ,  1*  en  divisant ,  et  en  remplaçant 
pour  plus  de  simplicité  â,  <&'  par  ha^  h^  y  Téqualion  transcendante 

(  û  û'  —  q^^)  sin  ^qj  +  (  <a'  +  ô)çn  COS  "îqj  =  0.  (H 

Nous  démontrerons  bientôt  que  les  racines  de  celle  équation 
sont  réelles,  et  nous  les  représenterons  par  ^i,  Ça,  •••  4n^  ••• 

De  ces  mêmes  équations  on  tire,  2"*  en  ajoutant  : 

Bn  [  2A4n  COS  qJL  +  (û  +  û')  ^«0  ^J  ]  •==  Bn'  [(û  — <i')  COS  ^n']  » 

d'où  : 

Rn     _  (g>— <^')C>sfç,/> 

IV         "Ik.nvo^ç,,*  +  («à-f-'^'j  <n\qj 


s 
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De  celle-ci  on  tire ,  Aq  étant  une  constante  : 

{12  Bn  =  An(fi— fi')COS(ÇnO. 

(13  Bn'  =  An[2«aCOS(^^nO  +(0+^0810  (tfnOl- 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (6 ,  on  a  : 

R„  =  An  {  («'  — fi)  *  COS  fenO  Sin  [q^x)  — 

[  2«n  COS  (çj)  4-  (fi+  fi')  sin  {çj)k  ces  («.x)  j . 
Si  nous  fesons  y  pour  abréger , 
(14     Xn = (fi' — fi)*  COS  (çj)  sin  (ç^x)  — 

[ 2çn  COS  G'nO  +  (fi'+  û)  sin  (çnO  ]  tCOS («»x)  , 

on  aura  : 

Rn  =  AnXn,  (« 

et  par  suite 

ti  =  s(A„Xn-c-^.  (16 

Il  nous  reste  encore  à  déterminer  la  constante  An.  Pour  celt 

posons 

i 

/  XnUdx=v  y  (17 

d'où  : 

/•x/i;irfx-*.  (18 

^  dt  Ut 

~~  • 

Gela  pose,  multiplions  Féquation  proposée  (1  y  par  Xnd!x  ,  puis 
intégrons  entre  — /et  +^>  on  aura  : 

/  l 

où   : 

l 

—  =  /  a«  -7—  \ndx.  19 

rff      -/^       c/x« 

Cette  équation  peut  être  beaucoup  abrégée  y  en  intégrant  le  se- 
cond membre  par  parties  ;  en  eUTet ,  on  a  : 

C/^/  ^Xn     ,  d\n  ,.      r/*X,. 

^  ds        dx  dx  dx* 


ro 
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donc,  en  substituant  la  2^'  4ans  la  1 

/«•  — X.«fa=a«Xn-^-a««^  +fa*u^^dx+c. 

Si  nous  désignons  par  des  parenthèses  ce  que  deviennent  les 
deux  premiers  termes  du  second  membre  en  remplaçant  x  par  ly 
cl  par  des  crochets,  les  valeurs  de  ces  termes  pour  ar=—  /,  Fin- 
tcgrale  précédente,  prise  entre  les  limites  /et  —  /,  devient  : 

Mais  comme  Xn  est  la  valeur  de  Rq  ,  pour  An»>  1 ,  il  suit  des 
équations  (4 ,  (7,  (8,  qu'on  a  aussi  : 

A^— «X„=0,    (22,     pour    «-  — /, 

A^— a'X„=.0,    (23,       .       x=/. 
De  (21  on  tire  : 


dx 
puis  (22,  (23  donnent  : 


7  =  -X„«aS  (24 


dx 


=  ûXn,       pour  X a /, 


i-T^™ — '^Xn,      pour      X:=+/. 

En  multipliant  ces  équations  par  u ,  et  les  équations  (2 ,  savoir  : 

du 

*-; au=0,  pour  x= — l, 

ax 

*-j — HûWs=sO  ,  pour  x=  +  /, 

UX 
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(  SOO  ) 
par  Xn  ,  on  en  déduit  aisément  : 

A  cause  de  (24  et  (25  la  form.  (20  ilcviciil  : 

l  l 

— ;  — / 

donc    on  trouve ,  à  la  place  de  (19)  : 
dv 

IF «•^^•-/ 

d*où  : 

dv 

V 

l 
V  =  cc-*'«-"'        (26  ,     ou  :  fXMx=  ce-*'*-*' 

— z 

Pour  déterminer  la  constante  c,  nous  ferons  ^=0  ,  et  comnic 

on  a  alors  x  =  F(x) ,  il  vient  : 
l 

— i 
Donc  (26  devient  : 

f  X,t«dx  «  e--«*^"*/'x.F(x)rfx.  (Î7 

— i  —I 

Remettons ,  pour  un  moment ,  Çn  à  la  place  de  a^q^  y  et  rem- 
plaçons u  par  sa  valeur  i(AnXnC""^ ,  Féquation  (27  deviendra  : 

l  l 

yX„i(A„Xn)e"^*c=e-«-'yX„F(x)dit;  (28 

ou,  en  développant  la  somme  A^Xb  : 
l 

(29  yXn[A,X,e■"''*+A,X.e""*«'^-..,  +  A^X„e"*^+..•]4r 


— « 


e""*-yX„F(x)djr. 


— / 


(  ^>  ) 

De  celle  égalité  on  tire,  par  la  comparaison  des  lernies  multi- 
plies par  e""*-* , 

l  l 

(30  yXn  [  An  Xu  1  rfx  =yXn  V(x)dx  ; 

vi  de  celle-ci  : 

/X,F(x)dii: 

(31  A.=  ^ 

En  substîtiiam  cette  valeur  dans  (16),  et  en  remettant  a*«n* 
pour  Ça  >  on  a^  pour  Tintégrale  com|riète  ciierchée  : 

(/XJf{x)dx  \ 

(32  n  =  z  U\ Xn-e-«**-''  [. 

Observons  que  Téquation  (29  fournit,  outre  la  valeur  (31 ,  en- 

eorc  les  relations 

l  l 

fXuX,dx  «  0  ,    y  XaX,  (fa=0 ,  etc.,  (33 

à  laide  desquelles  il  est  facile  de  Ciire  voir  que  les  racines  ç,^  «, , 
etc.,  sont  toutes  réelles. 

En  effet,  démontrons,  par  exemple,  que  la  racine ç^  est  réelle. 
Si  elle  était  imaginaire ,  et  par  suite  de  la  forme 

ç,  =  f  4.  yj/IIÏ  , 
il  y  aurait  une  autre  racine  différente  de  cene-ci ,  et  de  I»  forme 

ç/  =  f-fl»^=î. 
Soient  X«  et  X/  les  valeurs  de  Xn  correspondantes  à  ces  racines  ; 

cela  posé ,  ces  valeurs  de  Xi  et  X/  seront  aussi  de  la  forme 

X,  =  F  +  GI/=Ï,    X/=F-G»/^; 

et  Ton  trouvera  parmi  les  relations  (33 ,  la  suivante  : 

l  l 

yX.X/(fx=- Af«  +  G«)dx  =  0  ; 

-z  -l 

doù  Ton  déduit 

F«0,     G=0, 

en  d'autres  termes ,  q^  ne  peut   pas  affecter  lu   forme  imaginaire 
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Remarque  1.  Les  deux  Méthodes  exposées  ci-dessus  diffèrent 
esseniiellement  en  ce  que  dans  ia  première  on  doit  démontrer 
d*abord  ,  qu'une  série  de  la  forme 

2(Rn), 

peut  représenter  Tétai  initial,  correspondant  à  f=0,  et  que 
nous  donnons  sous  la  forme  d'une  fonction  F(Xyy,z)  ,  tout-à-hit 
arbitraire,  continue  ou  discontinue.  Cela  étant  l'intégrale 

à  laquelle  on  parvient,  sera  complète,  c'est-à-dire,  qu'elle  satis- 
fait aux  équations  différentielles  données  ,  et  qu'elle  reproduit 
lelat  initial  donné,  correspondant  à  t=0. 

Dans  l'autre  Méthode,  on  doit  démontrer  que  l'inconnu,  ou 
l'intégrale;  complète  cherchée  ,  est  toujours  de  la  forme  , 

dans  ce  cas ,  en  désignant  toujours  par  F(x,z)  l'état  initial ,  on 
trouve ,  comme  conséquence ,  le  développement  de  cette  fonction 
arbitraire  en  série  sous  la  forme 

F(«7y)«)  —  2(Rn). 

Remarque  3.  Le  travail  le  plus  parfait  sur  l'inl^ralion  d'un 
système  d*4quations  linéaires  ,  aux  différences  partielles  ,  et  à  coef- 
ficients constants ,  est  celui  i|ue  M.  Cauchy  a  publié  dans  le 
tome  !•' des  Exercices  d'analyse  y  1840,  p.  76.  Cette  Méthode, 
très-expéditive ,  est  d'une  généralité  telle  qu'en  l'appliquant  aux 
questions  de  physique ,  par  exemple  a  on  n'aura  plus  à  s'occuper 
de  rechercher  séparément  les  intégrales  qui  représentent  le  mou: 
vement  du  son  ,  de  la  chaleur,  les  vibrations  des  corps  élasti- 
ques ,  etc.  ;  le  problème  devra  être  censé  résolu  dans  tous  les  cas 
dès  que  l'on  sera  parvenu  aux  équations  différentielles  ou  aux  dif- 
férences partielles.  >»  Nous  regrettons  que  le  cadre  trop  peu  étendu 
de  cet  ouvrage ,  ne  nous  permette  pas  de  donner  une  analyse  de 
cet  utile  Mémoire. 


FIN. 


Tahle  (les  valeurs  «le  fe-^dt^G,  et  de  ses  log.  de  ^^55  en  y^^;  pour 

loutes  les  valeurs  de  i^  de  r=0,  à  f=3, 

(Extraite  du  Traita  de  Kramp  sar  les  Béfic  Astro.) 


t 

0. 

à 

A» 

A» 

^* 

log.  G. 

A 

A» 

t 

0.00 
0.01 
0.02 

0.88622692 
0.87622724 
0.86622957 

999968 
999767 
999367 

201 
400 
599 

199 
199 
200 

9.9475448 
9.9426168 
9.9376880 

49280 
49838 
50396 

568 
657 
562 

0.00 
0.01 
0.02 

0.03 
0.04 
0.05 

0.85623590 
0.84624822 
0.83626853 

998768 
997969 
996971 

799 

998 

1195 

199 
197 
199 

9.9825985 
9,9274978 
9.9223458 

50967 
61620 

62087 

568 
567 

567 

0.08 
0.04 
0.05 

0.06 
0.07 
0.08 

0  82629882 
0.81634106 
0.80639724 

995776 
994382 
992792 

1394 
1590 
1785 

196 
195 
194 

9.9171871 
9.9118717 
9.9065490 

62664 
53227 
63799 

678 
672 
677 

0.06 
0.07 
0.08 

0.09 
0.10 
0.11 

0.79646932 
0.78655925 
0.77666897 

991007 
989028 
986854 

1979 
2174 
2366 

195 
192 
190 

9.9011691 
9.8967815 
9.8902359 

64876 
64966 
55686 

680 
680 
683 

0.09 
0.10 
0.11 

0.12 
0.13 
0.14 

0.76680043 
0.75695555 
0.74713623 

984488 
981932 
979187 

2556 
2745 
2983 

189 
188 
186 

9.8846823 
9.8790704 
9.8783998 

66119 
56706 
57294 

687 
688 
591 

0.12 
0.18 
0.14 

0.15 
O.IG 
0.17 

0.73734486 
0.72758182 
0.71785047 

976254 
973135 
969832 

8119 
3303 
3486 

184 
183 
180 

9.8676704 
9.8618819 
9.8660340 

67885 
68479 
69074 

594 
596 
598 

0.15 
0.16 
0.17 

0.18 
0.19 
0.20 

0.70815215 
0.69848869 
0.68886189 

966346 
962680 
958839 

8666 
3841 
4019 

176 
178 
173 

9.8601266 
9.8441694 
9.8881322 

69672 
60272 
60876 

600 
604 
602 

0.18 
0.19 
0.20 

0.21 
0.22 
0.23 

0.67927350 
0.66972530 
0.66021902 

954820 
950628 
946265 

4192 
48C8 
4531 

171 

168 
166 

9.8820446 
9.8268968 
0.8196880 

6147A 
62088 
62696 

610 
607 
618 

0.21 
0.22 
0.28 

0.24 
0.25 
0.26 

0.65075637 
0.64133908 
0.63196866 

941734 
987087 
932177 

4697 
4860 
5020 

163 
160 
157 

9.8134186 
9.8070877 
9.8006956 

63808 
63921 
64538 

613 
617 

617 

024 
0.26 
0.26 

0.27 
0.28 
0.29 

0.62264689 
0.61837532 
0.60415552 

927157 
921980 
916648 

6177 
5332 
6483 

155 
151 
149 

9.7942418 
9.7877268 
9.7811488 

66166 
66776 
66398 

620 
623 
624 

0.27 
0.28 
0.29 

0.30 
0.31 
0.32 

0.69498904 
0.58587739 
0.57682206 

911165 
905533 

899756 

6632 
5777 
5919 

146 
142 
138 

9.7746090 
9.7678068 
9.7610419 

67022 
67649 
68278 

627 
629 
629 

0.30 
0.31 
0.32 

0.33 
0.34 
0.35 

0.56782450 
0.55888613 
0.55000833 

893837 
887780 
881587 

6057 
6193 
6324 

136 
131 
129 

9.7642141 
9.7473234 
9.7403692 

68907 
69642 
70174 

635 
632 

638 

0.33 
0.34 
0.35 

0.36 
0  37 
0.38 

0.54119246 
0.53243983 
0.52375173 

875263 
868810 
862232 

6453 
6578 
6699 

125 
121  / 
118  1 

9.7333618 
9.7262706 
9.7191254 

70812 
71452 
72091 

040 
639 
642 

0.36 
0.37 
0.38  1 
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t 

Q. 

' 

a* 

A' 

^ 

log.  G. 

& 

..     , 

0.39 
0.40 

0.11 

0.61613941 

0.5065740S 
0.49808692 

8.Wr.33 
84871 G 
841785 

6317 
6931 
7041 

114 

107 

9.7119163 
9.7046430 
9.6973051 

72733 
78S79 
7402* 

646 
645 
«50 

0J3 
0,4U 
D.4T 

0.42 

0.43 
0.M 

0.48966907 
0.48132163 

0.47304567 

834744 
827596 
820345 

7148 
725! 

7349 

103 
98 
97 

9.6899037 
9.6824353 
9.6749091 

74674 
7&831 
75975 

646 
663 
664 

0.41 
0.4] 
0.41 

0.45 
0.46 
0.47 

0.46484Ï23 
0.45671226 
0.448G5G76 

812996 
806650 
798014 

7446 

7536 
7624 

90 
85 

9.6673056 
9.6596427 
9.6619143 

76639 
77284 
77943 

665 
659 
663 

a4S 

tt.4* 
0.41 

0.48 
0.4S 
0.50 

0.44067662 
0.43277272 
0.42494591 

790390 
782681 
774894 

7709 
7787 
7804 

78 
77 
71 

9.6441300 
9.6362698 
9.62833S6 

78606 
79268 
79924 

656 
666 

0.43 

e.4ï 

0.51 
0.52 

0.53 

0.41719697 
0.40952067 
0.40193572 

767030 
759095 
751091 

7935 
8004 
8068 

69 
64 

61 

9.6203412 

9.0123833 
9.6041566 

80590 
81266 
919S4 

666 
668 
669 

Oil 
0.5) 
(LU 

0.54 

O.r.6 
0.56 

0.39442481 
0  3B69S458 
0.37964564 

743023 
734894 
726710 

8129 
8184 
8238 

55 

54 
48 

9.5959643 
9.5877049 
9^793784 

83593 
83265 
83938 

672 
673 
67S 

0J4 
4X5i 

0.57 
Û.68 
0.59 

0.37237854 
0.30519382 
0.35809196 

718472 

710186 
701855 

8286 
8331 
8371 

45 

9.5709846 
9.5636235 

9.5639946 

84611 
86289 
S5967 

678 
678 
6T8 

0.G0 
0.B1 
0.63 

0.35107341 
0.34413357 

0.33728782 

693484 
G95075 
676632 

8409 
8443 
8471 

28 
27 

9.5458979 
9.5367334 

9.Ô28000U 

8G645 
87328 
88009 

683 
681 
684 

m 

0.» 

0.63 
0.64 
0.65 

0.33052150 
0.32383989 
0.31724326 

66SIG1 
659663 
651143 

8498 
8520 
8539 

22 
19 
14 

9.5191997 
9.5103304 
9.5013924 

88693 
89390 

90067 

6S7 
687 
66S 

0.S1 

o.ts 

0,G6 

0.67 
0.68 

0.3 1073 1B3 
0.30430579 
0.2979G528 

642604 
634051 
C254S6 

8653 
8566 
8671 

13 
6 

6 

9.49Ï3857 
9.4S33102 
9  4741057 

90765 
91445 
92 138 

690 
693 
691 

Ml 

0.69 
0.70 
0.71 

0.29171042 
0.28564127 
0.27945789 

616915 
608338 
599761 

8.177 
8577 
8575 

0 
2 

7 

9.4649519 
9.465S689 
9.4463163 

93830 
98526 
94231 

696 
695 

697 

o.« 

0.!» 
ftfl 

0,7Ï 

0.73 
0.74 

0.27346028 
0.26754842 
0.26172224 

691186 
582618 
674059 

85GS 
8560 
8546 

8 
14 

15 

9.4868942 
9.4274024 
9.4178406 

94918 
95618 
96318 

700 
700 
700 

ftïS 
U.ÎÏ 

o.:i 

0.Î5 
0.76 
0.77 

0.25598166 
0.25032654 
0.24475673 

565512 
566981 
548470 

8531 
8511 
8490 

20 
21 
25 

9.4082088 
9.3985070 
9.38B734G 

97018 
97724 
98437 

706 
703 

306 

o.n 
p.:* 
o.n 

0.78 
0.79 

0.80 

0.23927203 
0.23387223 
0.22856708 

639980 
631516 

523079 

8465 
8436 
8405 

29 
31 
33 

9.3788919 
9.3689786 
9.3589947 

99133 
09839 
100549 

707 
710 
709 

o.fa 

0.Î* 
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G. 


A» 


A' 


A* 


log.  G. 


A» 


0.22832629 
0.21817955 
0.21311653 

0.20813686 
0.20324015 
0.19842598 

0.19369390 
0.18904345 
0.18447418 

0.17998542 
0.17557678 
0.17124765 

0.16699745 
0.16282557 
0.16873139 

0.15471426 
0.15077352 
0.14690850 

0.14311849 
0.13940279 
0.13576066 

0.13219136 
0.12869414 
0.12526828 

0.12191288 
0.11862716 
0.11541041 

0.11226177 
0.10918041 
0.10616550 

0.10321619 
0.10033168 
0.09751096 

0.09475388 
0.09205786 
0.08942868 

0.08684990 
0.08433565 
0.08188004 

0.07948218 
0.07714118 
0.07485616 


514674 
506302 
497967 

489671 
481417 
473208 

465045 
456932 
448871 

440864 
432913 
425020 

417188 
409418 
401713 

394074 
886502 
879001 

371570 
364218 
356930 

349722 
842591 
835540 

828567 
321675 
814864 

308136 
801491 
294981 

288456 
282067 
275768 

269547 
263418 
257378 

251425 
245561 
239786 

234100 
228502 
222995 


8372 
8335 
8296 

37 
39 
42 

8254 
8209 
8163 

45 
46 
50 

8113 
8061 
8007 

52 
54 
56 

7951 
7893 
7832 

58 
61 
62 

7770 
7705 
7639 

65 
66 
67 

7572 
7501 
7431 

71 

70 
74 

7357 
7288 
7208 

74 
75 

77 

7131 
705! 
6973 

80 
78 
81 

6892 
6811 
6728 

81 
83 
83 

6645 
6560 
6475 

85 
85 
86 

6389 
6304 
6216 

85 

88 
87 

6129 
6040 
5953 

89 
87 
89 

5864 
5775 
5686 

89 
89 
88 

5598 
5507 
5419 

91 
88 
90 

9.3489398 
9.3388140 
9.3286171 

9.3183490 
9.3080095 
9.2975986 

9.2871159 
9.2765616 
9.2659354 

9.2552373 
9.2444670 
9.2336246 

9.2227098 
9.2117226 
9.2006627 

9.1895304 
9.1783250 
9.1670470 

9.1556957 
9.1442715 
9.1327739 

9.1212031 
9.1095587 
9.0978410 

9.0860494 
9.0741842 
9.0622449 

9.0502310 
9.0381447 
9.0259834 

9.0137478 
9.0014378 
8  9890535 

8.9765945 
8.9640609 
8.9514525 

8.9387693 
8.9260111 
8.9131780 

8.9002698 
8*8872863 
8.8742275 


01258 
01969 
02681 

03395 
04109 
04827 

05543 
06262 
06081 

07703 
08424 
09148 

09872 
10599 
11323 

12054 
12780 
13518 

14242 
14976 
15708 

16444 
17177 
17916 

18652 
19398 
20130 

20872 
21613 
22356 

23100 
23843 
24590 

25336 
26084 
26832 

27582 
28331 
29082 

29835 
30588 
31341 


711 
712 
714 

714 
718 
716 

719 
719 
722 

721 
724 
724 

727 
724 
731 

726 
733 
729 

734 
732 
736 

733 

739 
736 

741 
737 
742 

741 
743 
744 

743 

747 
746 

748 
748 
750 

749 
751 
753 

753 
753 
755 


0.81 
0.82 
083 

0.84 
0.85 
0.86 

0.87 
0.88 
0.89 

0.90 
0.91 
0.92 

0.93 
0.94 
0.95 

0.96 
0.97 
0.98 

0.99 
1.00 
1.01 

1.02 
1.03 
1.04 

1.05 
1.06 
1.07 

1.08 
1.00 
1.10 

1.11 
1.12 
1.13 

1.14 
1.15 
1.16 

1.17 
1.18 
1.19 

1.20 
1.21 
1.22 
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t 

Q. 

A 

A' 

A' 

A* 

log.  G. 

' 

4» 

1.S3 

1.34 

1.26 

0.07262631 
0.07045045 
0.068827983 

217576 
313247 
3070061 

5339 

6341 
51513 

88 
80 
888 

8.8610934 
8.8478838 
8.8346987 

18S0W 
181861 
1SS609 

765 

768 
756 

1.36 
1.37 

1.28 

0.066257921 
0.064239373 
0.063271450 

3018548 
1967923 
1918184 

50625 
49739 
48855 

886 
884 
880 

6.8213378 
8.8078018 
8.7942890 

184366 
IS518S 
186882 

768 
769 
169 

1.29 
1.80 
1.81 

0.060353366 
0.058483937 

0.056662583 

1869339 
1621354 
1774255 

47975 
47099 
46227 

876 
873 
868 

8.7607008 
8.7670367 
8.1582964 

1S6641 
137403 
188164 

T6> 
761. 
7«1 

1.8S 
1.83 
1.34 

0.064ess329 
0.05311)0300 
0.051477631 

1728028 
1663669 
1638173 

45359 
44496 
43637 

868 
659 
850 

8.1394800 
8.1256875 
8.7116186 

188926 
189489 
14046$ 

76< 
744 

764 

1.36 

1.36 
1.37 

0.049839458 
0.048344933 
0.046698113 

1594536 
1551749 
1609609 

42787 
41940 

41100 

847 
840 
883 

8.697533 
6.6884516 
8.6693534 

141S17 
141981 

141748 

T65 
766 

168 

1.38 
1.80 
1.40 

0.045188364 
0.043714655 
0.043286313 

1468709 
1438443 
1BS9001 

40367 
39441 
38622 

836 

819 
813 

8.6649766 
8.6406370 
8.6281088 

148616 
144383 

145061 

744 
76S 
76» 

1.41 

1.42 
1.43 

0.040897213 
0.038384264 

1350379 
1812569 
1375561 

37810 
37008 
36311 

803 

797 
1B6 

8.6118937 
B.6971117 
BJW24627 

146830 
146690 
14TS60 

770 
770 
771 

1.44 
1.45 
1.46 

0.036056703 
0.035719353 
0.034515428 

1339350 
1308936 

1169379 

36425 
34646 
38875 

779 

771 
760 

8.5677167 
8.6629086 
8.5880133 

146181 
148904 
149615 

778 
771 
174 

1.47 
1.4S 
1.4» 

0.033346149 
0.0323107  46 
0.031108466 

1186404 
1102389 
1069926 

33115 
33864 
81631 

751 
743 
734 

8.6330457 
8.6O80O08 
8.4938785 

16044» 
161833 
161998 

774 
775 
175 

1.60 
1.51 
1.62 

0.03008SG81 

O.Oa90O0SÎ73 
0.0279928103 

1038304 
10074170 
9772633 

30887 
301638 
294505 

723 
7133 

7036 

8.4776787 

8.4624014 
8.4470465 

162778 
158649 
164826 

176 
777 

777 

IM 

1.54 
1.56 

0.0270165571 

0.0560677644 
0.025  UflûftSé 

9478027 
9190558 
8910036 

287469 
360533 
278698 

6937 
6634 

6740 

8.4316139 
8.4161036 
6.4006156 

165108 
165880 
164661 

777 
761 
779 

1.67 
1.58 

Û.Û242.*176960 
0.0233940032 
0.02255712^2 

8636S28 

8369370 
8109036 

366958 
260334 
353807 

6634 
6527 
6433 

3.3648495 
8.3691055 
8.368383T 

167440 
1688)8 
168999 

718 

781 
781 

1.69 
1.60 

1.61 

0.0217462226 
0.0201999163 

7865329 

7607844 
7366777 

347885 
341067 
334654 

6318 
6313 
6104 

6.3378838 
6.3314058 
8.3058496 

169780 
160668 
161846 

183 
183 
183 

1.62 
1.63 
1.64 

0.0194632376 
0.0187600453 
0.0180697280 

7131923 
6903173 
6680426 

238750 
222747 
316852 

6003 
6895 
5788 

108 
107 
104 

8.2893151 
8.2730023 
8.3567111 

143138 
162918 
168696 

784 
78S 
184 

(  507  ) 


t 

G. 

A 

A* 

A' 

A* 

log.  G. 

A 

A* 

t 

1.65 
1.66 
1.67 

0.0173916854 
0.0167453280 
0.0161200770 

6463574 
6252510 
6047130 

211064 
205380 
199806 

5684 
5574 
5472 

110 
102 
100 

8.2403416 
8.2238937 
8.2073671 

164479 
165266 
166051 

787 
785 
787 

1.65 
1.66 
1.67 

1.68 
1.69 
1.70 

0.0155153640 
0.0149306316 
0.0143653326 

5847324 
5652990 
5464028 

194334 
188962 
183712 

5372 
5250 
5161 

122 

89 

110 

8.1907620 
8.1740782 
8.1573157 

166838 
167625 
168413 

787 
788 
787 

1.68 
1.69 
1.70 

1.71 
1.72 
1.78 

0.0138189298 
0.0132908982 
0.0127807217 

5280316 
5101765 
4928265 

178551 
173500 
168552 

5051 
4948 
4848 

103 
100 
107 

8.1404744 
8.1235544 
8.1065554 

169200 
169990 
170779 

790 
789 
792 

1.71 
1.72 
1.73 

1.74 
1.76 
1.76 

0.0122878952 
0.0118119239 
0.0113523230 

4759713 
4596009 
4437046 

163704 
158963 
154321 

4741 
4642 
4540 

99 

102 

98 

8.0894775 
8.0723204 
8.0550848 

171571 
172356 
173151 

785 
795 
790 

1.74 
1.75 
1.76 

1.77 
1.78 
1.79 

0.0109086184 
0.0104808459 
0.0100670515 

4282725 
4132944 
3987605 

149781 
145389 
140999 

4442 
4340 
4245 

102 
95 
99 

8.0377697 
8.0203756 
8.0029023 

173941 
174733 
175525 

792 
792 
795 

1.77 
1.78 
1.79 

1.80 
1.81 
1.82 

0.0096682910 
0.0092836304 
0.0089126452 

3846606 
8709852 
3577244 

136754 
132608 
128558 

4146 
4050 
3954 

96 
96 
91 

7.9853498 
7.9677178 
7.9500066 

176320 
177112 
177906 

792 
794 
794 

1.80 
1.81 
1.82 

1.83 
1.84 
1.85 

0.0085549208 
0.0082100522 
0.0078776440 

3448686 
3324082 
3203341 

124604 
120741 
116974 

3863 
3767 
3679 

96 
88 
95 

7.9322160 
7.9143460 
7.8963963 

178700 
179497 
180290 

797 
793 
798 

1.83 
1.84 
1.85 

1.86 
1.87 
1.88 

0.0075573099 
0.0072486732 
0.00C9513660 

3086367 
2973072 
2863361 

113295 
109711 
106213 

3584 
3498 
3408 

86 
90 
84 

7.8783673 
7.8602585 
7.8420702 

181088 
181883 
182680 

795 
797 
799 

1.86 
1.87 
1.88 

1.89 
1.90 
1.91 

0.0066650299 
0.0063893151 
0.0061238808 

2757148 
2654343 
2554862 

102805 

99481 

96247 

3324 
3234 
8155 

90 
79 
85 

7.8238022 
7.8054543 
7.7870268 

183479 
184275 
185074 

796 
799 
800 

1.89 
1.90 
1.91 

1.92 
1.98 
1.94 

0.0058683946 
0.0056225331 
0.0053859808 

2458615 
2365523 
2275501 

93092 
90022 
87035 

3070 
2987 
2907 

83 
80 
76 

7.7685194 
7.7499320 
7.7312649 

185874 
186671 
187472 

797 
801 
801 

1.92 
1.93 
1.94 

1.95 
1.96 
1.97 

0.0051584307 
0.0049395841 
0.0047291503 

2188466 
2104338 
2023041 

84128 
81297 
78545 

2831 
2752 
2668 

79 
84 
53 

7.7125177 
7.6936904 
7.6747831 

188273 
189073 
189874 

800 
801 
801 

1.95 
1.96 
1.97 

1.98 
1.99 
2.00 

0.0045268462 
0.0043323966 
0.00414553469 

1944496 
1868619 
17953570 

75877 
73262 
707406 

2615 
2521 
24558 

94 

65 

700 

7.6557957 
7.6367282 
7.6175806 

190675 
191476 
192280 

801 
804 
803 

1.98 
1.99 
2.00 

2.01 
2.02 
2.03 

0.00396599899 
0.00379353735 
0.00362790419 

17246164 
16563316 
15904326 

682848 
658990 
635829 

23858 
23161 
22487 

697 
674 
658 

7.5983526 
7.5790443 
7.5596558 

193083 
193885 
194689 

802 
804 
804 

2.01 
2.02 
2.03 

2.04 
2.05 
2.06 

0.00346886093 
0.00331617596 
0.00316962441 

1 

15268497 
14655155 
14063642 

613342 
591513 
570335 

21829 
21178 
20532 

651 
646 
603 

7.5401869 
7.5206376 
7.5010078 

195493 
196298 
197102 

805 
804 
806 

2.04 
2.05 
2.06 

me 
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. 

G. 

A 

a> 

A' 

4' 

iog.  G. 

A 

A» 

2.07 

2.08 
Ï.09 

0.00303898799 
0.002S9405493 
0.00276461988 

13498307 
12943504 

12413630 

649803 
529874 
510567 

19929 
19307 
18716 

6-'3 
691 
674 

7.4812970 
7.4615068 
7.4416354 

197008 
198714 
199519 

806 
805 
807 

2 
2 
2. 

S.IO 
2.11 

2.ia 

0.0025^  14S29;i 
O.OÛÏ4073408a 

11903063 
11411212 
10937503 

491851 

473709 
456149 

18U2 
17500 
17017 

583 
643 
537 

7.4216835 
7.401 6509 
7.3815376 

200326 
201133 
301941 

807 
808 
806 

2. 
2. 
3. 

Ï.18 
3.14 
2.15 

0.Ù0229796580 
O.0Û21B315Ï-J0 
0.00209378004 

10481354 
10042222 
9619570 

439132 
422652 
406712 

16480 
15940 

16430 

540 
510 
496 

7.3613435 
7.3410688 
7.3207132 

302747 
203556 

204364 

809 
808 
809 

3. 
3. 
3. 

2.16 
2.17 
2.18 

0.00199653434 
0.00190440576 
0.00181619000 

9212858 
8S21576 
8446228 

301282 
376348 
361911 

14934 

14437 
13959 

497 
478 
457 

7.3002768 
7.2797595 
7.2591613 

305173 
305982 

306791 

809 
809 
810 

i. 

2. 
2. 

2.19 
2.30 
3.31 

0.00173178772 
0.00165090456 
0.00157355090 

8083317 
7736865 

7400915 

347952 
334450 

321407 

13502 
13043 
12604 

459 
439 
43;i 

7.2384822 
7.3177321 

7.1968808 

307601 
208413 
209232 

812 
809 
812 

2. 
I. 
2. 

2.32 
2.23 
2.34 

0.00149964175 
0.00142874667 
0  00136103962 

7079608 
6770706 
6474074 

808803 
296631 
284870 

13172 

117BI 
11353 

411 

408 
899 

7.1759586 
7.1549562 
7.133S709 

210034 
210843 
211657 

809 
814 
812 

!. 
2. 

a. 

2.36 
2.36 
3.37 

0.00129639988 
0.00128440684 
0.001 175S4997 

6189204 
5915687 
6658124 

273517 
262563 
251989 

10954 
10574 

101U9 

880 
375 
359 

7.1127052 
7.0914583 
7.0701303 

312469 
2I328Û 
314094 

811 
814 
812 

s. 

3 
2. 

3.38 
2.39 
3.30 

0.00111871878 
0.00106470738 
0.00101311898 

6401135 
6169345 

4927396 

241790 
231950 
222464 

9840 
9486 
9146 

354 

340 
331 

7.0487209 
7.0272303 
7.0056683 

314906 
215720 
316534 

814 
814 
813 

3. 
î. 

:. 

!.31 
2.82 
2.83 

0  00096383998 

0.0009  i67noin 
0.00087187454 

4704931 
449161S 
4287110 

213318 
204503 

196012 

8815 
8491 
8182 

824 
309 
803 

6.9840049 
6.9622702 
6.9404540 

217347 
218162 

218977 

616 
815 
814 

L 
S. 

3.B4 
2.86 
2.86 

0.00082900344 
0.00078M09246 
O.UU;>7<'J0597B 

4091098 
8908368 
8728817 

187830 
179951 
172364 

7879 
7587 
7300 

292 
287 
ïïl 

6.9185563 
6.8965772 
6.8745165 

219791 
220607 

221422 

816 
B15 
816 

3. 

2.37 
S.BB 
2.89 

0.00071132661 
0!000642458I9 

8560958 

8385889 
8227854 

166064 

168035 
151274 

7029 
6761 
6501 

268 

260 
345 

6.8523743 

6.8301505 
6  8078448 

222238 
223067 
223870 

819 
813 
819 

3.: 
3. 
ï. 

2.40 
3.41 
3.42 

0.00061017965 
<>.(IÛ0&5uoy5J8 

8076580 

2031807 
2798290 

144773 

138517 
132505 

6266 

6012 
6778 

244 
334 

32G 

6.7854578 
6.7629889 
6.7404384 

22,689 
225505 

326323 

816 
818 
819 

2.48 
2.44 

2.46 

0.OO05E11G288 
0.(1004905551).) 
0.00047021445 

36S0785 
2634058 

2413883 

126727 
131175 

116839 

5552 
6336 
5124 

216 
212 
204 

6.7178061 
6.6950919 
G.67  22960 

237142 

227959 
228777 

817 
818 
819 

3. 
2. 

L 

2.46 
2.47 
2.48 

0.00040  l'J5 180 

2207044 
2186329 
2080534 

110715 
106795 
101071 

4920 
4724 
4533 

196 
191 

183 

6.6494183 
6.6264587 
6  6034171 

229596 
330416 
231234 

820 
818 
821 

3. 

! 

2. 

{ 

îiod) 

( 

. 

A 

a» 

.. 

"• 

""■"■ 

' 

i' 

' 

3.49 
2.50 
8.51 

0.00038044656 

0.000360651 92 
O.0OU34 183367 

1979463 
1882925 
1790737 

96538 
93188 
88015 

4350 

4173 
4002 

177 
171 
164 

6.5802937 
6.&670883 
6.5338008 

232065 
232874 
233692 

819 
8)8 
823 

3  49 
250 
3  51 

2J,i 
2.53 
2.64 

0.00032391530 
0.00030688808 
O.0OÛÎ907Û099 

1702722 
1618709 
1538534 

84013 
80175 
76497 

3J38 

3678 
3536 

160 

152 
148 

6.5104316 
6.4869801 
6.4634465 

334116 
33t>33t) 
236155 

821 
819 
823 

2  53 
2  5d 
2  54 

2.56 

2.56 
2.57 

O.00O27531665 
0.00026069528 
0.00024680463 

1462037 
1389066 
1319473 

72971 
69593 
66357 

3378 

3236 
3099 

14! 
137 

131 

6.4898310 
6.4161332 

6.3923533 

236976 
237799 
238631 

821 

823 
821 

2  55 
2  5b 

2  67 

2.58 
2.59 

3  GO 

0.OO0S3360989 
0.00022107873 
0.00020918015 

1253116 

1189858 
1139568 

63268 
00390 
574.-,0 

2968 
2840 

2719 

128 
121 
119 

6.3684912 
6.3445470 

6.3206205 

339443 
340265 
341088 

R>3 
82d 

2  58 
35< 
2I>0 

2.61 

■2.62 
2.63 

0.00019788447 
0.0001 87 163Ï9 
0.00Û1769894S 

1072118 
1017387 
965256 

54731 
52131 
40643 

2600 
2488 
2380 

112 

108 
105 

6.2964117 
6.2723206 

6.3479473 

241911 
242733 
343556 

833 
8^3 

83^ 

2  61 
2  63 

2.64 

2.65 
2.66 

0.00016733686 
0.O0O16818U73 
0.0001 49497Ï3 

016613 
8G8350 
823362 

47263 
44988 
42814 

2275 
2079 

lOI 
94 

6.2235917 
6.1991536 
6.1746332 

344681 
245204 
346030 

823 
831. 
82-i 

3b4 
3b5 
3  66 

2.67 
a.68 
2.G9 

0.00014126361 
0.00013345813 
0.0001 260G000 

780548 
739813 
701003 

40735 
38760 
36853 

1986 
1897 
1812 

83 
85 
83 

6.1.^00302 
6.1253450 
6.1005773 

346863 
347677 

248501 

825 
824 
827 

2  6- 
i68 
2  61 

2.70 
2.71 
Ï.72 

0.00011904937 
O.C00I1S40727 
0.00010611558 

664 2 10 
629169 
595857 

35041 
33312 
31661 

1729 
1651 
1575 

78 
76 
71 

6.0767272 
6.0507944 
6.0257791 

349328 
S60153 
350978 

825 
835 
826 

3  71 
S  72 

2.73 
2  74 

2.75 

0.00010015701 
0. 0000945 1505 
0.00008917395 

6''4I96 
534110 
605528 

30086 
28582 
37148 

1504 
1434 
1307 

70 
67 
64 

6.OO06813 
6.9755009 
5.9502381 

351804 
352638 
353457 

824 
829 
825 

2.73 
2.74 
3.75 

2.7G 
2.77 

3.7S 

0.00008411867 
0.00007933487 
O.0O0O7 480888 

478380 
452599 
428131 

35781 
24478 
23234 

1303 
1244 
1184 

59 
60 

56 

5.9848924 

5.8994642 
5.8739532 

3B4282 
265110 
255937 

828 
827 
836 

2.76 
2.77 
2.78 

2.7S 

2.80 
2.81 

0.00007052767 
Û.00OO664788O 
0.00006265043 

404887 
382837 
361915 

23050 
20923 
19847 

1128 
1075 
1024 

53 
51 
49 

5.8484595 
5.8226832 
6.7969241 

356763 
357591 
358419 

828 
828 
827 

3.79 
2.80 
3.81 

Ï.82 
2.83 
2.84 

0.00O05903128 
0.00005561060 
0.00005237815 

343068 
323245 
305397 

18823 
17848 
16921 

975 
937 
884 

48 
43 

45 

5.7710822 
5.7451576 
5.7191501 

259246 
260075 
260903 

829 
827 
828 

2.83 

2.83 
2.84 

2.86 
2.86 
2.87 

0.00004932418 
0.00004643943 
0.000043715113 

288476 
2.2439 

E57241 

16037 
15198 
14398 

839 
800 
7C0 

39 
40 
SB 

5.6930699 
5.6668869 
5.640C303 

361730 
362561 
36S388 

831 
827 
831 

3.85 
2.86 
3.87 

2.88 
2.89 
2.90 

0.00004114262 
0.00003871419 
0  00003S42214 

242843 
229205 
316389 

13638 
12916 
12328 

722 
683 
652 

34 
36 
31 

5.6142920 
6.5878701 
5.561  S055 

264219 
26.^046 
265877 

827 
831 

829 

3.88 
2.89 
2.90- 

i 

(  blO) 


• 

0. 

« 

ù* 

log.  G. 

' 

4' 

• 

2.91 

0.00OOM269Î& 

204061 

11576 

621 

32 
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